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Solucion:
a) El médulo de la fuerza Sol-Tierra vale Fs = GMSMT/rg y el de la fuerza Luna-Tierra F;, =
GMy Mz /r?, por lo que el cociente vale
& o MST% -~
FL - MLT':Zg

b) Para calcular la variacién de la fuerza con la distancia derivamos la expresion de la fuerza con respecto
a la distancia

F

dFs _ _2GM5MT
dr 3
Ia

aFy - _ oMMy
dr Ty

si la variacién de la distancia no es infinitesimal podemos poner dF/dr = AF/Ar y el cociente vale

AFS - M57”%
DeltaF; Mpri

~ 0,45

de manera que se observa como en este caso el efecto de la Luna es mas importante que el del Sol.

Investigando el planeta Norc, situado en otro sistema solar, encontramos que su radio es R
y que el periodo de un satélite en una érbita circular de radio r alrededor de Norc es T'. Se
pide: (a) la masa de Norc; (b) el valor del campo gravitatorio en la superficie de Norc; (c)
suponiendo que el planeta es homogéneo (densidad constante), calcular la profundidad a la
que debe introducirse un cuerpo para que su peso sea el mismo que a una altura h sobre la
superficie del planeta.

Solucion:

a) Sea M la masa de Norc y m la masa del satélite en la érbita. La segunda ley de Newton nos da

M 2
G 2m =mZ
r r
pero, v = 271 /T, de forma que
M= 4723
yple

b)Si g es el valor de la gravedad en la superficie de Norc, y m es la masa de un cuerpo en su superficie, se

tiene

Mm GM
CR =M = 9T

c) Sea P el peso de un cuerpo. A una altura h se tiene
Mm

P=G——
G(R+h)2

donde m es la masa del cuerpo y M = (4/3)7R3p es la masa de Norc (p es la densidad que se supone
constante). A una profundidad h' serd
M'm

P =Gy
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con M' = (4/3)n(R — 1')3p. Igualando y simplificando, nos queda finalmente

R3

W=R-—
R= Ty

Un planeta esférico recientemente descubierto tiene una densidad de masa doble que la de
la Tierra, pero la aceleracion debida a la gravedad sobre su superficie es exactamente la
misma que la que se obtiene sobre la superficie de la Tierra. Se pide: (a) encontrar el
radio del planeta en funcién del radio de la Tierra; (b) demostrar que la energia cinética
que necesitaria una nave espacial, colocada a una distancia r del planeta, para escapar de
la atraccion del mismo es el doble que la energia cinética necesaria para que la misma nave
girara alrededor del planeta en una orbita circular a la misma distancia r. ;Seria este altimo
resultado valido también para la Tierra?.

Solucion:

a) La aceleracién debida a la gravedad en la superficie de un planeta de masa M y radio R viene dada
por g, = GM/R?. Si el planeta se considera esférico con una densidad p su masa es M = (4/3)7R3p, de
forma que

4
gp = gﬂ'GRp
como nos dicen que la aceleracién debida a la gravedad en el planeta es igual que en la Tierra, ponemos

9p = YTierra, PO lo que, simplificando el factor (4/3)7G nos queda

RP = RTierrapTierra

de forma que como nos dicen que p = 2ppierrq, Obtenemos finalmente

1
R = 5 RTierra

b) Para calcular la energfa cinética minima de escape utilizamos el principio de conservacién de la energfa
entre el punto situado a una distancia r de la superficie del planeta y el infinito a donde llega la nave con
velocidad cero (ya que buscamos la energia minima de escape), es decir

2 mM

1
Eer+Ep, =Fcoot+Epo = gmv _GR+r:0

donde R es el radio del planeta, se ha tomado el infinito como origen de energias potenciales de forma
que E, o, =0, y, ademds, la energia cinética F, o, = 0 por lo dicho anteriormente. Por lo tanto la energia
cinética que hay que comunicar a la nave para que llegue al infinito vale

1 . mM
E.,= §mv2 :GR—H“

Por otra parte si la misma nave gira alrededor del planeta a una distancia r de su superficie con una
velocidad v’ la segunda ley de Newton conduce a

mM v"?

F: G =
ma = (R+71)? mR+r

donde hemos puesto que la aceleracién es la centripeta pues describe un movimiento circular alrededor
del planeta. De aqui deducimos que E . = (1/2)mv”? = GmM/2(R + r), de forma que comparando con
la energia cinética de escape obtenemos

E..=2E,,
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Finalmente, de la propia deduccién de este resultado se ve que también serd vélido en la Tierra y en
cualquier otro planeta que se considere esférico.

Un satélite describe una drbita eliptica alrededor de un planeta de radio R y en el que la
aceleracion de la gravedad vale g. La separacion entre el satélite y el centro del planeta
varia entre 7, (en el perigeo o punto de minima separacién) y r, (en el apogeo o punto de
maxima separacién). El médulo de la velocidad en el perigeo vale v,. Se pide: a) Demostrar
que la velocidad en el apogeo, v,, es menor que en el perigeo; b) Calcular el médulo de la
velocidad en el apogeo, v,, cuando R = 6.370 Km., g = 9,8 m/s?, r, = 7.200 Km. y v, = 8 Km/s;
c¢) Calcular el médulo de la velocidad del satélite, v;, cuando se encuentra a una distancia de
rs = 8.400 K'm.; d) ;Sabria contestar a los apartados anteriores b) y c) sin conocer los valores
deRyg?.

Figura 34: Problema 54.

Solucion:

a) Suponiendo el planeta fijo, la inica fuerza que actia sobre el satélite es la fuerza de atraccién gravitatoria
que es una fuerza central conservativa, por lo que en todos los puntos de la trayectoria se conserva la energia
total. Suponiendo que la masa del planeta es M y la masa del satélite es m, la energia total en un punto
de la trayectoria a una distancia r, del planeta viene dada por

1 . GMm
E, = §mvi i

Puesto que esta energia total se mantiene constante, para calcular la velocidad en el apogeo igualamos la
energfa total en el apogeo con la energia en el perigeo, es decir, ponemos E, = E,, de donde, despejando

Va, Se obtiene
1 1
'Ua:\/'Ug + 2gR2 , <___>
Tq Tp

donde hemos tenido en cuenta que GM = gR?. De la ecuacién anterior se deduce que, como r,¢r, el
segundo término en la raiz cuadrada es negativo, por lo que v, | v,

b) Para poder aplicar la férmula para v, encontrada en el apartado anterior nos falta conocer el valor de
re que no nos lo dan en el enunciado. Para ello hacemos uso del hecho de que la fuerza sobre el satélite
es una fuerza central, por lo que el momento angular orbital del satélite respecto al planeta se conserva,
de forma que

L = muor sen ¢ = constante

donde ¢ es el dngulo que forma la recta que une el planeta con el satélite y la velocidad del satélite.
En el apogeo y en el perigeo se tiene ¢ = 7/2 de forma que sen¢ = 1, por lo que var, = vpry, que
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permite escribir 7, = vprp/ve. Sustituyendo esta expresién en la ecuacién para v, del apartado anterior
y operando, se encuentra una ecuaciéon de segundo grado para v, cuyas soluciones son

_ 2gR?

Vg = Up; Ug =

-0
p
T'pUp

por lo que, descartando la primera, ya que en la primera parte hemos demostrado que v4jv,, y dando los
valores numéricos que nos dicen, se encuentra finalmente v, = 5,82 Km/s
¢) Sustituyendo en la férmula del apartado a) la distancia 7. encontramos ahora v, = 6,94 Km/s

d) Tal y como estad enunciado el problema la respuesta es NO. Si nos hubieran dado el valor de r, se podria
haber usado la conservacién del momento angular para calcular v, = rpv,/r, sin necesidad de conocer R
ni g, pero para el apartado c) si necesitariamos estos valores, ya que desconocemos el valor del dngulo ¢
que aparece en el momento angular.

Suponiendo que la Tierra tuviese exactamente simetria esférica, se pide: a) Demostrar que
P q ) P q

a una altura h sobre la superficie terrestre tal que h < Ry (Rt es el radio de la Tierra
g P q
puede escribirse en primera aprorimacion como

- [(GMr 1_%
I\ R Ry

b) Calcular el tanto por ciento de reduccién que experimenta la aceleracién de la gravedad
al aumentar la altura en 10 Km sobre la superficie terrestre.

(Ayuda: Redordar el desarrollo del binomio (1 + )" =1+ nz +n(n — 1)z?/2! +...)

Solucion:

a) A una altura h sobre la superficie terrestre tenemos

GMy  GMy < h >2

= — 1+ —
Ry + h)? R%« +

9:( Ry

Utilizando ahora el desarrollo del binomio, se tiene, en primera aproximacién (es decir, despreciando
términos que involucran potencias de orden dos o superior), (1 + h/Ry)~2 ~ 1 — 2h/Ry, por lo que

o (GMz\ () 20
I\ R Ry

b) Utilizando el resultado anterior tenemos

que es el resultado pedido.

Ao — o _ (GMr 1 2h GMr  2GMrh
979 79= "R Ry rRZ - R
de forma que el cambio fraccional vendra dado por
Ag 2h
g Ry
Dando los valores numéricos se encuentra Ag/g = —3 x 1073 (el signo menos indica que g disminuye con

la altura), por lo que el porcentaje pedido es el 0,3
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56. Dos planetas de masas iguales, m, orbitan alrededor de una estrella de masa mucho mayor,
M, de forma que la interaccién gravitatoria planeta-planeta se puede despreciar frente a
la interaccién planeta-estrella. El planeta 1 se mueve en una 6rbita circular de radio r; =
10 m y periodo T} = 2 anos. El planeta 2 se mueve en una érbita eliptica cuya distancia
mas préxima a la estrella (perihelio, P) es también r; y la mas alejada (afelio, A) es r, =
1,8 x 10" m . Se pide: a) Utilizando el hecho de que el radio medio de una érbita eliptica
es la longitud del semieje mayor, hallar el periodo de la érbita del planeta 2; b) Calcular la
masa de la estrella; c) Sabiendo que la velocidad del planeta 2 en el afelio vale vo4 =6 Km / s,
;cudl de los dos planetas tiene mayor energia total?; d) ;Cudl de los dos planetas tiene mayor
velocidad en el perihelio (P)? (Dato: G = 6,67 x 107! Nm? / K¢?).

Figura 35: Problema 56.

Solucion:

a) En primer lugar calculamos el radio medio de la 6rbita eliptica R = (ry +r2)/2 = 1,4 x 10" m. Para
calcular el periodo utilizamos la tercera ley de Kepler, T2 = C 2 , donde C' es una constante. Aplicando
esta ley a los dos planetas se obtiene
R\ 3/
=T <_>

r1
que, dando los valores numéricos, nos queda 7T, = 3,31 anos.

b) La misma ley de Kepler, con el valor explicito de la constante C, nos dice 7% = (472 /GM) / r3, de
forma que, despejando la masa de la estrella

4723
M= GT?

Dando ahora los valores de, por ejemplo, el periodo y el radio de la 6rbita del planeta 1, se obtiene el
valor numérico M = 1,49 x 10%® Kg.

c¢) Para responder a este apartado se puede usar el método directo de calcular la energia total de cada uno
de los planetas y compararlas. Sin embargo, aqui usaremos otra forma que ademds nos permitird responder
al siguiente apartado del problema.

Consideremos los dos planetas cuando pasan por el punto P (perihelio). Como en ese momento los dos
se encuentran a la misma distancia de la estrella, y su masa es también la misma, su energia potencial
gravitatoria es igual para los dos, de forma que el planeta con mayor energia total serd aquél que tenga
mayor energia cinética en ese punto, es decir, que tenga mayor velocidad al pasar por P. Para el planeta
1 su velocidad en P (en realidad en cualquier punto de la 6rbita, pues es circular) se encuentra igualando
la fuerza gravitatoria estrella-planeta con la fuerza centripeta,

M 2 GM
G ;n:mv—l = v =4/— =9.969m/s
ri r1 r1
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Para encontrar la velocidad en el punto P del planeta 2 usamos el hecho de que el momento angular se
conserva, por lo que, igualando el momento angular en el punto A con el del punto P, encontramos

v T
PIMU2p = roMias = kil R 1,8 = wp =1,8v24 =10.800m/s
V24 1
De esta forma, vemos que el planeta 2 tiene mayor velocidad en el punto P que el planeta 1; vopjvip.
Por lo tanto, el planeta 2 tendra mayor energia cinética y, por consiguiente, mayor energia total, es decir
Er: Em

Suponer que la Tierra es una esfera maciza de densidad uniforme, masa total M y radio
R. Se taladra un tinel desde su superficie hasta su centro. Se pide: a) Demostrar que
el médulo del campo gravitatorio en el interior del tinel, a una distancia r del centro (es
decir, r < R) vale g, = g r/R, donde ¢ es el campo gravitatorio en la superficie; b) ;Cuédnto
trabajo se necesitaria para trasladar un objeto de masa m desde el centro de la Tierra hasta
su superficie? c) Si se dejase caer el objeto por la abertura del tinel en la superficie, ;jcon
qué velocidad llegaria al centro? d) Suponiendo que la Tierra gira con velocidad angular
constante w, alrededor de un eje fijo, y que el tunel es perpendicular al eje de giro, calcular
w para que los objetos dentro del tinel no tengan aceleracion relativa al tunel.

Solucion:

a) En un punto a una distancia r del centro, en el interior de una esfera maciza de radio total R y densidad
uniforme, sélo la masa dentro de una esfera de radio r contribuye al campo gravitatorio en ese punto. La
fraccion de la masa total de la esfera que estd dentro del radio r es igual al cociente entre el volumen de
una esfera de radio r y el de una esfera de radio R, es decir, si M es la masa total de la esfera y M’ es la
masa de la esfera de radio r, se tiene

4/3)7r? re

r B
M=lmm M=

por lo que el médulo del campo gravitatorio a la distancia r serd
GM' GM /r
= T2 = R2 (E) = g?‘ = g r/R

donde g = GM/R? es el campo gravitatorio en la superficie.

gr

b) El trabajo serd dW = F(r) dr, donde, teniendo en cuenta el apartado anterior, F(r) = mg, = mgr/R,

de forma que
R

R
1
W:/ F(T)dr:@ rdr = W =-mgR

c) Por el teorema trabajo-energia sabemos que el trabajo total realizado sobre una particula es igual a la
variacion de energia cinética de la misma, por lo que

W = %ng:AEc = %mv2 = v=+/gR

d) La fuerza gravitatoria sobre un objeto de masa m situado a una distancia r del centro de la Tierra y
en el interior de la misma es F' = mg, = (GM/R3)mr. Para que el objeto no tenga aceleracién relativa
al tunel (que estd girando con velocidad angular w) se necesita que la fuerza gravitatoria sea exactamente
igual a la fuerza centripeta necesaria para que el objeto se mueva en un circulo de radio r con velocidad

w, es decir
GM 2
<_R3 > mr = m—iﬂ =mrw® = w=+/GM/R3

(Nota: Por curiosidad se puede ver que, dando los valores de G y de la masa y radio de la Tierra, este valor
de la velocidad angular w es aproximadamente 16,5 veces mayor que la velocidad real actual de rotacién
de la Tierra).
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VII. Termodinamica

58. Un aplicado estudiante de fisica, cuya aficién es el patinaje sobre hielo se halla junto a un
pequeno estanque. Hace frio (-10 °C), pero en el estanque sélo hay una capa de hielo de
1 cm de espesor. Entonces el estudiante se pone a calcular cuanto tiempo debera esperar
para que pueda patinar con seguridad (es decir cuando el espesor del hielo sea de 20 cm).
i Qué resultado obtiene el estudiante? Datos: Calor latente de fusién del hielo, Ly = 333,5 kJ/kg.
Densidad del hielo pg = 0,917 g/cm?. Conductividad térmica del hielo, kg = 0,592 W/mK .

Solucion: El agua cede calor a la atmosfera debido a que hay una diferencia de temperatura. La diferencia
de temperatura AT entre las dos caras de la capa de hielo es siempre constante e igual a AT = 10 °C
—0°C = 10 K, ya que en la cara inferior el hielo y el agua coexisten (ello s6lo ocurre a 0 °C'). El gradiente
de temperatura es por tanto igual a AT /z(t), donde z(t) es el espesor de la capa en el instante t.

En un instante cualquiera, el calor por unidad de tiempo i—? que se transmite del agua a la atmésfera es
proporcional al gradiente de temperatura, es decir

AQ A AT

Y kg A

At~ TR0
donde A es el area de la capa de hielo.

.De donde sale este calor? Esencialmente de congelar la capa de agua de anchura infinitesimal, Az, que
se halla en contacto con el hielo. Esta capa, por ser muy estrecha, podemos considerar que estd toda a la
temperatura de 0 °C. El calor que hemos de extraer a esta capa de agua para convertirla en hielo es

AQ = mHLf = AAprLf

donde my es la masa de la capa de agua y pa la densidad del agua (pa = 103kg/m?3). Asi, el calor
extraido por unidad de tiempo en la congelacién del agua sera

AQ Az
Ty —Aralsxy

Pero este calor por unidad de tiempo debe coincidir con el transmitido a la atmdsfera, de donde igualando
se obtiene
Az AT

Apali— = kgA—
PA I'A KH (%)

Simplificando y pasando al limite en el que los incrementos son diferenciales tendremos la ecuaciéon difer-
encial que gobierna la evolucién del espesor de la capa de hielo:

dz(t) 1
=c—
dt x(t)
La constante ¢ vale ¢ = % y su valor numérico es, con los datos del problema ¢ = 1,77 x 1078 m?/s.

Lo que nos dice la ecuacion diferencial es que la velocidad de crecimiento de la capa de hielo es cada vez
menor ya que es inversamente proporcional a la anchura de la capa.

La solucién de la ecuacién diferencial se puede hallar multiplicando ambos miembros por z(t). Como

d , dx(t)
= =9
i (t) x(t) o
tenemos que
d , c
=3
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Si la derivada de una funcién es constante es porque esa funcién es lineal con la variable y por tanto
tenemos la solucion

donde la constante de integraciéon « se halla a partir de las condiciones iniciales. La solucién final es por
tanto

¢
t) = + =t
x(t) aty
En el instante inicial (¢ = 0) sabemos que
0,01 = Va
a = 0,0001m?2
El tiempo que habra de transcurrir para tener 0,2 m de espesor serd por tanto

~2((0,02)% — 0,0001)

t= 77 x 10— =4.406.780 s

Esto son unos 51 dias, por lo que si no hace mas frio, probablemente el estudiante debera buscarse otra
aficién.

El estudiante anterior cambié de aficién y esperé al verano para hacer submarinismo en el
mismo lago. En una de sus inmersiones, se hallaba a una profundidad de 40 m por debajo de
la superficie y la temperatura era de 5 °C' cuando solt6 una burbuja de aire con un volumen
de 15 cm?®. Nuestro estudiante, viendo cémo se alejaba su burbuja se pregunté que tamaino
tendria justo antes de llegar a la superficie, donde la temperatura era de 25 °C'. Nota: una
de las reglas de oro del submarinismo es respirar siempre con normalidad, para evitar que
en una subida subita quede bloqueada la glotis. ;Porqué?.

Solucion: Podemos suponer en primera aproximacién que el aire respirado es un gas ideal, con lo cual se
satisface la ecuacion

P
=
Debido a que la cantidad de moles de aire en la burbuja no cambia, tendremos que
PV RV
I, T

donde por 1 denotamos el punto a 40 m de profundidad y por 2 el punto donde sale la burbuja en la
superficie. De aqui podemos despejar V53,

hT,

BT
Las temperaturas las conocemos pero no asi las presiones. Pero hallarlas es facil si recordamos que la
presién de una columna de liquido de altura h estd dada por P = pgh, donde p es la densidad del liquido
y ¢ es la aceleracion de la gravedad. Asi la presion a 40 m de profundidad serd

V=W

Py = P, + pgh

donde P, es la presion atmosférica en la superficie del lago. Ademds P, = P,. Suponiendo que esta
presién P, sea de 1 atm (= 101, 3 kPa), podemos substituir los valores conocidos de la densidad del agua
(1 gr/em?) y de la gravedad (9,8m/s?) para hallar

pgh> 273 4+ 25

Vi =5,22V; = 78,3 em®
P, ) 21345 L s T Soan

Vo = <1+
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61.

Es decir que el volumen aumenta unas cinco veces. Ahora se entiende porque hay que respirar con
normalidad: si se obstruye la glotis y subimos sibitamente los pulmones estallarian.

En el punto critico en la isoterma critica se cumplen dP/dV = d?/dV? = 0. Demostrar que
para un gas de van der Waals el volumen critico es V, = 3b.

Solucion: La ecuacién de estado de van der Waals es
2

an
<P+ W) (V — nb) =nRT

El procedimiento directo seria escribir la presién en la forma

1 an?
e )

y calcular las derivadas primera y segunda de la presiéon con respecto al volumen. Con ello deberiamos
solucionar simultdneamente un sistema de tres ecuaciones no lineales (de hecho, de segundo, tercer y
cuarto orden). Esto se puede hacer pero es demasiado complicado. Seguiremos un camino alternativo en
el que escribimos la ecuacién de van der Waals en forma de un polinomio de tercer grado en el volumen

a ab
V3~ (b+RT/P)V?*+ =V - — =0
(b+RT/P)V? + 2V = 5
Esta ecuacién muestra que para cada valor de la presion y de la temperatura hay una o tres soluciones,
dependiendo de dichos valores. El punto critico ocurre precisamente cuando las tres soluciones coinciden.
El volumen critico V, satisface obviamente la ecuacién

V-V =V3—3V2V, +3VV2-V? =0
y también satisface la ecuaciéon de van der Waals con la temperatura critica 7. y la presiéon critica P,

. a ab
V3~ (b+RT./JP)V?+ =V ——=0
( + C/ C) + Pc Pc
Estos dos polinomios de tercer grado son esencialmente el mismo, por lo que podemos igualar sus coefi-
cientes lo que conduce a

-3V, = —(b+ RT./P.),
+3V? = a/P,
-V3 = —ab/P.

Podemos combinar estas ecuaciones para llegar a los resultados

a
Pe = o5
V. = 3b

8a
T. = 27TRb

La capacidad calorifica a volumen constante de cierto gas ideal monoatémico es 48,9 J/K.
Se pide: a) Determinar el niimero de moles de gas. b) ;Cudl es la energia interna de este
gas a T =300 K? c¢) ;Cudl es su capacidad calorifica a presién constante?
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Solucion:

a) La un capacidad calorifica de un gas ideal monoatémico es C,, = 3nR/2. Como la constante de los
gases es R = 8,31 J/mol - K, obtenemos que el nimero de moles de este gas es

48,9 J/K

2
" 38,31 J/mol - K

= 3,92 mol

b) La energfa interna de un gas ideal monoatémico estd dada integramente por su energfa cinética, ya que
en un gas ideal no hay interaccién entre particulas. La energia cinética a su vez esta dada por el teorema
de equiparticiéon que nos dice que por cada mol de gas y grado de libertad tenemos una contribucién de
RT/2. Como tenemos tres grados de libertad de translacidn, la energia interna de un gas ideal estd dada
por U = 3nRT/2, con lo que a T' = 300 K los moles obtenidos en (a) contienen la siguiente energia
térmica: 3

U= 5(3,92 mol 8,31 J/mol - K 300 K) = 14.658,84 J

c¢) La capacidad calorifica a presién constante se relaciona con la capacidad calorifica a volumen constante
a través de la expresién C, = C,, + nR con lo que en nuestro caso tendremos C, = 81,5 J/K.

La velocidad de escape en Marte es 5,0 km/s y la temperatura de su superficie es de 0 °C,
mientras que la velocidad de escape de Jupiter es de 60 km/s y su temperatura superficial es
de —150 °C. Calcular el valor cuadratico medio de la velocidad de las moléculas de: a) H,, b)
Os y ¢) CO, a estas temperaturas. por otro lado, si el valor cuadritico medio de la velocidad
de las moléculas de un gas es mayor que un sexto de la velocidad de escape del planeta,
todas las moléculas de dicho gas deberian haber escapado de la atmoésfera del planeta en el
momento actual. Basados en este criterio, d) ;es probable que se encuentre Hy, Oz y CO,
en la atmdésfera de Marte? e) ;y en la de Jipiter?. Datos: Masa molar del Hy = 2 gr/mol. Masa
molar del Oz = 32 gr/mol. Masa molar del COy = 44 gr/mol.

Solucion: La velocidad cuadratica media es una velocidad tipica de las moleculas y esta relacionada con

la temperatura en la forma
o = [3KT  [3RT
rem =N TV M

donde k = 1,381 1072 J/K es la constante de Boltzmann, m es la masa de las moleculas o, alternati-
vamente, R = 8,31 J/mol - K es la constante de los gases y M es la masa molar del gas. Usaremos esta
ultima expresién ya que nos dan las masas molares de los gases.

a) Para el Ho, en Marte tenemos (no olvidemos pasar la temperatura a Kelvins)

_[3(8,31 J/mol - K)(2T3 K)
Urem = \/ 2 % 10~3kg/mol =1.844,7m/s

mientras que en Jupiter tenemos que v,.c,, = 1.238,2m/s.
b) Para el O2 en Marte tenemos v;..,,, = 461,2 m/s y en Jupiter tenemos v, = 309,5 m/s.
c¢) Finalmente para el CO2 en Marte se obtiene v,..,,, = 393,3 m/s, y en Jupiter v,..,, = 264,0 m/s.

d) Un sexto de la velocidad de escape en Marte son unos 830 m/s, con lo que no esperamos encontrar
hidrégeno en Marte, pero si oxigeno y diéxido de carbono.

e) En Jupiter en cambio, un sexto de la velocidad de escape son unos 10.000 m/s, con lo que ni siquiera
el hidrégeno puede escapar del campo gravitatorio.
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63.

64.

Un gas ideal, que se encuentra inicialmente en un estado definido por p;,V;,T;, experimenta
una expansién isotérmica hasta un estado intermedio m en el que la presién es p,, = p;/2.
Seguidamente el gas se comprime a dicha presiéon constante p,, hasta que el volumen vuelve
a su estado inicial. a) Representar estos procesos en un diagrama p-V. b) Determinar los
valores de las variables p,V,T para los estados m y f. Expresar estos valores en funcién de
los correspondientes al estado inicial.

Solucion:

a) Sabemos que pV = nRT. Dado que sufre una expansién isotérmica la temperatura permanece con-
stante, por lo tanto pV = C'te, asi que

i
ini = Elvma

de donde despejando se obtiene:V,, = 2V;. Posteriormente se mueve a lo largo de la recta dada por
D = pm = pi/2 (presién constante) En el gréifico queda:

(Pl 7Vi)

P,/2r (P> Vi)

Vi 2V; \%

Figura 36: Problema 63.

b) Al estado m llegamos con la misma temperatura T; por ser un proceso isotérmico. Por otro lado ya
hemos calculado V,,, = 2V;. Para los valores f tenemos Vy = V; y py = pm = pi/2. Como la presién
permanece constante, p = nRT/V = constante

nRT,,/Vin = nRT}/V;

despejando y sustituyendo
Ty =Ty V|V =TiV;/(2V;) = T3/2

El coeficiente de expansién de volumen de un gas a presion constante viene definido por 8 =
(1/V)(dV/dT),donde al tomar la derivada se considera que la presién es constante.a) Demostrar
que para un gas ideal § =1/T b)Evaluar § para un gas ideal a 0° C.

Solucion:

a) Despejando el volumen en la ecuacién de los gases perfectos obtenemos V' = nRT'/P, de donde dV/dT =
nR/p, y por tanto
f=1/V)(dV/dT) = p/(nRT)(nR)/p = 1/T

b) Sustituyendo el valor de la temperatura obtenemos directamente 8 = 1/273 K 1.
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65.

66.

Para el caso de un gas ideal que experimenta un proceso adiabatico cuasiestatico la presion
varia con el volumen de tal forma que pV? permanece constante. Si p;, V; corresponden al
estado inicial se tiene que para un volumen V la presién es

p=pV; |V

Demostrar que el trabajo realizado por el gas ideal en un proceso adiabatico cuasiestatico
viene dado por

_ pzvrz . : ~—1
W_’y—l[l (VZ/Vf) ]
Solucion: El trabajo viene dado por
Vy Vi
W = pdV = in{Y V7rdV =
Vi Vi
_ piVy I—y _ yl=v)_
T 1- 0 (Vf Vi )_
piVi Vi —1
= — (11— (— Y
Y- 1 [ (Vf) :|

En el llamado ciclo de Carnot, n moles de un gas ideal se encuentran, inicialmente, a la
presiéon P;, volumen V) y temperatura 7;. El gas experimenta una expansién isotérmica
hasta que su presiéon y volumen son P, y V5. Luego se expande adiabaticamente hasta que
la temperatura es T y la presiéon y el volumen son P; y V3. A continuacién se comprime
isotérmicamente hasta alcanzar la presion P, y volumen Vj, el cual esta relacionado con el
volumen inicial V; por
y=1 _ yv—1

vy =TV,
El gas, finalmente, se comprime adiabaticamente hasta recuperar su estado inicial, comple-
tando el ciclo.
a) Suponiendo que cada una de las etapas descritas se realiza de forma cuasiestdtica, repre-
sentar este ciclo en un diagrama PV.

b) ;Cuail es el cambio en la energia interna del gas durante la primera expansion isotérmica?

c) Calcular el calor absorbido ); durante la expansién isotérmica a la temperatura 7}, y el
calor cedido () por el gas durante la compresién isotérmica a temperatura 7.

d) Demostrar que
Voo Vs
Vi W
e) El rendimiento de este ciclo de Carnot viene definido por el trabajo neto realizado en

el ciclo dividido por el calor absorbido ();. Teniendo en cuenta el primer principio de la
termodinamica, demostrar que este rendimiento, e, es

_ Y
Qi

e=1
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Figura 37: Problema 67.

Solucion:
a) En un diagrama PV serd
b) Puesto que la energfa interna de un gas ideal s6lo depende de la temperatura, y en una expansién

isoterma la temperatura no varia, se tiene
AU =0

c¢) En la expansion isotérmica, el trabajo realizado por el gas viene dado por

v 2 av &
W = PdV:nRTi/ — =nRT; In (—2>
Vi w V Vi
donde hemos usado la ecuacién de los gases ideales PV = nRT. Como por otra parte la variaciéon de
la energia interna es nula, el calor absorbido durante la expansién serd, por el primer principio de la
Termodinamica, igual al trabajo realizado por el gas, de forma que
V
Q; =W =nRT; In <—2>
Vi
que es positivo ya que V5;V;. De igual forma, en la compresion isotérmica, el calor cedido es igual al
trabajo realizado sobre el gas, es decir Qc.q = nRTy In(Vy/Vs), que es negativo puesto que V4jVs. Por lo
tanto, la magnitud del calor cedido sera

Qf = _chd = nRTf In <E>
Va

d) Los volimenes V> y V3 estdn conectados por una expansién adiabética, por lo que
TV, =TT = V=V, (1T VO

De igual forma
TV =TT s V=W (@)Y
por lo que, dividiendo las dos expresiones
Voo ' Vs
Vi Wi

e) En el ciclo completo, la variacién de energia interna es nula, ya que el sistema regresa a su estado inicial.

Por el primer principio de la Termodindmica se tiene que el trabajo neto serd W = Q; — Qs (el signo

menos es necesario ya que @y es la magnitud, positiva, del calor cedido). Por lo tanto el rendimiento serd
w . Qf

T Qi Qi

€
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67. Se tiene inicialmente 1 mol de un gas ideal diatdmico (y = 1,4) a una presién P, = 1 atmdsfera,
y una temperatura 77 = 0°C. El gas se calienta a volumen constante hasta alcanzar la
temperatura 7, = 150°C, y luego se expande adiabaticamente hasta que su presién vuelve
a ser 1 atmoésfera. Finalmente se comprime a presion constante hasta volver a su estado
inicial. Calcular:

a) la temperatura 73 después de la expansién adiabdtica,
b) el calor absorbido o cedido por el sistema en cada proceso,
c) el rendimiento de este ciclo,

d) el rendimiento de un ciclo de Carnot que operara entre las temperaturas extremas del
ciclo. (Dato: R=0,082 L. atm. / mol. °K)

Solucion:

a) En primer lugar el volumen en el punto 2 es el mismo que en el punto 1, es decir, Vo = nRT; /P, = (1 mol)
(0,082 L atm/mol °K)(273,15 °K) / (1 atm) = 22,4 L. La presién en el punto 2 es P, = nRT,/V, =1,55
atm. Con estos resultados el volumen en el punto 3 es

P 1/~ P 1/~
Vi = Vs <—2> =V (—2> = 30,6 litros
P
por lo que la temperatura en el punto 3 sera

P V-
Ty = nSR3 = T3 =373,17°K = 100,02 °C

b) El calor transferido durante cada proceso es (observar que se usa C, o C, dependiendo que el proceso
se realice a presién o volumen constante)

QIZ = CUAT = gnRAT = 3, 12 kJ, Q23 = 0, le = CpAT = ;’I’LRAT = —2,91 kJ

donde se han usado los valores de C, y C, correspondientes a un gas ideal diatémico, y el factor de
conversion 1 L. atm. = 101,3 J = 0,1 kJ.

c¢) El rendimiento se define como el trabajo neto realizado en el ciclo dividido por el calor absorbido, de
forma que, como la variacién de energia interna es nula en el ciclo, ya que se vuelve a las condiciones

iniciales, se tiene
Wneto — Q12 - [QBl] =1— [QBl] = € = 0,067

T Quis O Q12

es decir, que la eficiencia es del 6,7 %.

d) En un ciclo de Carnot el rendimiento se calcula como

Lo T, 27315°K
Tmax B T2 B 423, 15°K

=0,354

€Carnot = 1 —

lo que equivale a una eficiencia del 35,4 %, que, como cabfa esperar, es mucho mayor que el ciclo anterior.
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68. Se dispone de gas Helio (y = 1,67) a una presién inicial de 16 atm, que ocupa un volumen
de 1 L, y cuya temperatura es de 600 K. Se expande isotérmicamente hasta que su volumen
es de 4 L y luego se comprime a presiéon constante hasta que su volumen y temperatura
son tales que una compresién adiabdtica devuelve al gas a su estado inicial. a) Dibujar el
ciclo en un diagrama PV. b) Calcular el volumen y la temperatura después de la compresién
isobdrica. c) Calcular el trabajo realizado durante el ciclo y d) el rendimiento del ciclo.

Solucidn: a)

P
16- !
12- \
8L \
4r 3 2 2
I 2 3 i v

Figura 38: Problema 69.

b) En la fase de expansién isoterma se cumple PV = cte, por lo tanto

_Pnn

2

P3:P2 = 4atm

Durante la compresion adiabatica se cumple PV7 = cte, por lo que

P,
Vs = Vl(F;)l/"’ = 2, 3litros

c¢) En la expansion isoterma:

Wi = nRTlln(%) = P Viln4 = 22, 2atml
1

En la compresién is6bara:
W23 = PAV = —6, Satml

En la compresién adiabatica:
3 3
W31 = —CL,AT = —§nrAT = _E(Plvl — P3V3) = —10.2atml

Por lo tanto,
Wiot = Wio + Wag + W31 = 22,2 — 6,8 — 10,2 = 5, 2atml

d) La eficiencia se define como el cociente entre el trabajo total realizado en el ciclo y el calor absorbido,
es decir € = Wiot/Qaps- Como ya hemos calculado Wy, sélo nos falta calcular el calor absorbido en cada
una de las tres transformaciones. Durante la expension isoterma AU = 0, por lo que Q12 = Wis. En
la compresion is6bara el sistema cede calor, luego no hace falta calcular cuanto. Durante la compresion
adiabatica el calor intercambiado por el sistema es nulo, luego Qups = W12, con lo que

_ Wtot _ 572

- = 2% _023=23
TWn 22,2 %
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VIII. Fuerza y campo electrostaticos

69. Entre dos placas uniformemente cargadas, con densidades de signo contrario, existe un

70.

campo electrostatico uniforme. Un electrén abandona, partiendo del reposo, la placa cargada
negativamente y choca con la positiva, que dista d = 2 cm de la anterior, al cabo de 1,5x 1078
s. Calcular la intensidad del campo electrostatico, asi como la velocidad cuando llega a la
segunda placa. (e/m. = 1,76 x 10'1C/kg)

Solucion: La energia total del electrén debe conservarse
1
E=U+EFE.= 5m8v2 +qV

Entre las placas existe un campo de sentido contrario al movimiento del electrén, por lo que éste serd acel-
erado por una fuerza eE. Tendremos que, si V; y V5 son los potenciales de las placas negativa y positiva,

respectivamente,

1 . .
Sme(of —v}) = g(Vi 1)

que se transforma en

1
Emevg =e(V; —V2)

al ser v; = 0, pues parte del reposo, y ¢ = —e

Para calcular la intensidad del campo tenemos en cuentas:

e
F=eFE =mca , a=—F
Me

El electrén se mueve con movimiento uniformemente acelerado, por tanto
a=2d/t* =1,78 x 10"*m 52

La intensidad del campo sera
E=a(m./e) =1,01 x 10°N C"*

Para calcular la velocidad final a través de la expresiéon de la conservacién de la energia, necesitamos la
diferencia de potencial entre las placas
av

E=—— —V3) = Ed=20,2
dr ’ (Vl VE) 07V

Lo que nos permite calcular la velocidad y obtener v = 26,67 x 10°ms !

El sistema de la figura esta formado por un condensador de placas plano-paralelas, cargado
con densidad superficial de carga o, de una de cuyas placas cuelga una esfera conductora
con carga () y masa m. En la posiciéon de equilibrio el hilo del que cuelga la esfera forma
un angulo de 30° con la vertical. Calcular: a) la tensién del hilo, b) la densidad de carga en
cada placa.

Datos: m = 10710 K; Q@ = 1071° C; ¢, = 8,85 x 10712 C?/Nm?.
Solucion:

a) En la posicién de equilibrio existen tres fuerzas que actdan sobre la esfera: la tensién del hilo, el peso
de la esfera y lafuerza de repulsién electrostatica, y las tres fuerzas estdn en equilibrio. Por lo tanto,
escribiendo la condicién de equilibrio, en la direccion del hilo, y despejando T', obtenemos:

o
sena + mgcoso
[

T = F.sena + mgcosa =
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71.

+ 4+ A+t

mg

Figura 39: Problema 71.

b) Por otro lado, la condicién de equilibrio en la direccién perpendicular al hilo nos da:
F.cosa = mgsena

de donde obtenemos:

Qo
tga =
mgeo
y, por lo tanto,
t
o= 1999 _ 5 011 x 1075C /m?

Q

Dos placas metdlicas de 100 cm? de drea estdn separadas 2cm. La carga sobre la placa de
la izquierda es —2 x 107°C y la carga de la placa de la derecha es —4 x 107°C. Se pide: a)
Calcular el campo inmediatamente a la izquierda de la placa de la izquierda; b) el campo
entre las placas; c) el campo inmediatamente a la derecha de la placa de la derecha; d) la
diferencia de potencial entre las placas.

Solucion:

a) El médulo del campo creado por una distribuciéon plana de carga con densidad de carga o es E = 5%

y como a la izquierda de la placa de la izquierda el sentido de los campos creados por ambas placas es
idéntico y hacia la derecha tenemos:

oL 02 @t @

B, = =
! 2¢, + 2¢, 2S¢,

= 3,39 x 10*V/m

b) En este caso los dos campos tienen sentidos opuestos y por lo tanto

q2 — q1 _

By =
2 2S¢,

1,13 x 10*V/m

c) En este caso los dos campos tienen idéntico sentido pero opuesto al del apartado a). Por lo tanto

—(q1 + q2) 4
E = — = = — ]_
3 25c. 3,39 x 10*V/m

d) Como el campo entre las placas es uniforme, el potencial sera:

Vo — Vi = Exd = 226V
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72.

73.

En el modelo de Bohr del atomo de hidrégeno el electrén se mueve en una 6rbita circular de
radio r alrededor del protén fijo. a) Hallar una expresién de la energia cinética del electrén
en funcién de r. Demostrar que a una distancia cualquiera r la energia cinética es la mitad
del valor de la energia potencial. b) Calcular los valores de las energias cinética y total
del electrén para r = 0,529 x 107%m (¢, = 1,602 x 107 Culombios, m. = 9,11 x 1073'Kg.)
¢) ;Cudnta energia debe suministrarse al 4tomo de hidrégeno para ionizarlo, es decir, para
llevar el electrén al infinito con energia cinética nula?

Solucion:

a) Primeramente escribiremos la condicién de estabilidad de la érbita, que es el equilibrio entre fuerza de
atraccion electrostatica y fuerza centrifuga:

1 e mv?

47e, 2 r
de donde se puede despejar v? y sustituir posteriormente en la expresién para la energia cinética:

1 e>
E. = —mv? =
¢ 2mv 8me,r

Por otra parte la energia potencial del electrén es:

62

V =

4dme,r

con lo que se demuestra lo pedido en el apartado a).

b) Para la energia total tenemos:
E=E.+V=E,-2E,=-E.=—-1,07 x10718J

mientras que E, = 2,14 x 10718J

c¢) Para ionizar un dtomo de hidrégeno es necesario aportar una energia igual a su energfa total E, ya que
en el infinito su energia potencial es nula y como la cinética también debe serlo, basta con llevarlo a un
estado de energia total nula, luego: E* = —E = 1,07 x 10718 J.

Las placas de un condensador plano tienen un drea A y estidn separadas una distancia d,
estableciéndose entre ellas una diferencia de potencial V. a) Si introducimos entre las placas
(véase figura) una ldmina metdlica de espesor z, jcudl es la nueva capacidad del condensador?
b) ;Cuél es la nueva diferencia de potencial entre las placas? c) Si A = 30 cm?, d = 5 mm,
V =100V, z=3mmy e =885 x 1072 F/m ;cudles son los valores numéricos de la
capacidad y la diferencia de potencial después de introducir la lamina?

Solucion:

a) Supongamos que la carga de las placas del condensador antes de introducir la ldmina metélica es q. Al
colocar la lamina metdlica en esta aparece una carga +q frente a la placa cargada negativamente y una
carga -q frente a la placa cargada positivamente. Por lo tanto es como si tuviéramos dos condensadores
iguales en serie, cuya capacidad seria:

q €A
V (d—w)/2

Ci =0, =
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Figura 40: Problema 74.

por lo tanto la capacidad del nuevo condensador serd la capacidad equivalente a la combinacién en serie

de los dos nuevos condensadores:
1 1 1 2

oot oo

con lo que

€, A
C'= 2=
d—x

b) La nueva diferencia de potencial entre las placas serd la suma de las que hay en Cy y Cs:

,_E_V(d—az)
V_Cl_ d

¢) C" = 3,98 x 1012 Faradios; V' = 400 Voltios.

. Calcular la capacidad equivalente del circuito de la figura, con C; = C; = 2 uF, yCs5 = 6 uF.
Si se aplica al conjunto una diferencia de potencial V, = 10V, calcular: a) la carga de Cy, b)
la diferencia de potencial a través de C, c) la carga de C» y Cs.

G,

e

¢

+
{ J

v,

Figura 41: Problema 75.

Solucidn: Se trata de una asociacién de condensadores en la que dos (Cs y C3) se encuentran en paralelo y
el tercero (C1) en serie con el condensador equivalente de los dos anteriores. La capacidad de este dltimo
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75.

sera,
Cl=Cy+C3 =8uF

mientras que la capacidad equivalente total

clCy
Cer=—=—2—"—=1,6uF
e, T’ Cé ¥ Cl Ol
a) Al aplicar una diferencia de potencial de 10V y una vez los condensadores se han cargado al valor final
que pueden adquirir con dicha diferencia de potencial; es decir, cuando el circuito ha adquirido su régimen
estacionario:
Ql = Qlea
por estar en serie
Q1 Q! 1 Cl+C-1
= =Q1——F~—

1
Y=g @—Ql(c—ﬁa GiCr

En la ultima expresiéon hemos hecho uso de la descomposicién de Vj en suma de la existente entre los
extremos de C; y la que hay entre los de C!. Sustituyendo los valores numéricos dados: @1 = 16 uC.

b) La diferencia de potencial a través de C; vale:

Q1
V= <L =8V
1 Cy

c¢) La suma de cargas de Cy y C3 es igual a 16 pC. Como ambos tienen entre sus placas la misma diferencia
de potencial, al estar conectados en paralelo,

Q2+ Q3 =16 B -
V= Qo/Cy = Qs)Cy Q2= 4HC, Qs =12puC

Se elimina del circuito del problema anterior el condensador C5, quedando solo C; y C5 en
serie. Al conjunto de ellos se le aplica una diferencia de potencial 1, = 10V. a) ;Qué energia
se almacena en cada condensador? Supongamos que se desconectan de la fuente 1 y se
vuelven a conectar los condensadores en paralelo, b) ;qué carga final adquiere cada uno de
ellos? c¢) ;Qué energia estd almacenada, en estas circunstancias, en cada condensador? d)
Comparar las respuestas obtenidas en los apartados a) y ¢) y dar una interpretacién, desde
un punto de vista fisico, de las diferencias que puedan existir.

Solucion: a) Al eliminar del circuito Csy, quedard Q1 = @3, y la energia almacenada en cada condensador
valdra

1Q7 1Q3
Up==-=—= , U3==-=
Y T2C,
Para calcular )1 o (03, determinamos previamente la capacidad equivalente en cada caso:
c,C
. === 1 5uF

equiv m
Ql = ngm-vV() =15 /l,C

Por lo tanto
U =56,25x1075] |, U; =18,75x 10 %J

b) Al desconectarlos de la fuente y conectarlos entre sf en paralelo, lo que hemos hecho estrictamente es
unir las placas del mismo signo de cada uno de ellos entre si, més que conectarlos en paralelo o en serie
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76.

(;jpor qué?). Al hacer esta nueva conexién, es evidente que la diferencia de potencial entre los extremos
de uno es igual a la que existe entre las placas del otro
Qi _@ 9

= , —=1/3
Ci G Q3 /

Ademss, la carga ha de conservarse respecto de la situacién anterior:

Q1 + Q3 =2Q1 =30 uC

por lo tanto Q7 =7,5uC y Q3 = 22,5 puC.

c) La energia almacenada en cada uno de los condensadores es facil de calcular con las formulas del
apartado a), y viene dada por Uy = 14,06 x 1075 J, Us = 14,06 x 1076 J.

d) Comparando los resultados de los apartados a) y c), se observa que Uy + Us > Uy + Uy; la energla
almacenada por el sistema de condensadores ha disminuido al pasar de una situacion a otra. La energia no
puede desaparecer, solo se puede transformar de una forma a otra. No es posible que se haya disipado en
calor al producirse la redistribucién de cargas en los condensadores como consecuencia de la reconexién del
apartado b), ya que hemos supuesto implicitamente que no existen elementos resistivos en el circuito. Con
esta hipétesis, la tnica posibilidad es que la diferencia de energias potenciales entre las dos configuraciones
se haya transferido en forma de radiacién electromagnética al medio que rodea el circuito. En la realidad
siempre existen elementos resistivos y, por tanto, una cierta disipacién de energia en forma de calor, al
producirse el reajuste de carga en los condensadores; pero también existe el mecanismo de radiacién para
transferir parte de estas diferencias de energia al medio, en forma de onda electromagnética.

Dos cargas puntuales de 5 yC y —10 uC, se encuentran situadas en un plano vertical y
separadas una distancia de 1lm. Se pide: a) Calcular el valor del campo eléctrico y su
direcciéon en un punto del plano situado a 0,6m de la primera carga y a 0,8m de la segunda
y por encima de ambas. b) Calcular los puntos en los cuales el campo eléctrico es nulo. c)
Encontrar las coordenadas del punto situado en la linea que une las cargas en el cual los
campos creados por las dos cargas son idénticos en mddulo, direccion y sentido.

Figura 42: Problema 77.

Solucion:

a) Para resolver este primer apartado basta utilizar la expresién del campo eléctrico creado por una
carga puntual. Las expresiones se simplifican mucho si se hace uso del hecho de que los puntos donde
estan situadas las cargas y el punto donde se pide calcular el campo forman un tridngulo rectangulo. Si
designamos con subindice 1 a la carga de 5uC y con subindice 2 a la carga de —10uC', las expresiones
resultantes para las componentes del campo eléctrico creado por cada una de las cargas son:

1 qicosa
Ea:l = !

= =7,5x 10*N/C
dme, R} 0 /
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1 ¢qsena

E, = — =10°N
vt dme, R? 0°N/C
1 gocosf 4
2 471'60 R% 5/ x 10 /C
1 gosenf 5
y2 47T60 R% 7/3 x 10 /C

Donde R; y R indican las distancias respectivas de las cargas al punto donde se calcula el campo y a y
B los dngulos formados con la horizontal por las rectas que unen a cada carga con el punto.

Utilizando el principio de superposiciéon de campos, las componentes del campo total se calculan como la
suma de las componentes de los campos creados por cada carga.

E, =75/4x 10'N/C; E, =50/32x 10*N/C

Teniendo ya las componentes totales del campo, el médulo del campo y el dngulo que forma el campo con
la horizontal se calculan de la manera habitual:

E
E=,/E}+E=1,8x10°N/C; tgy= E—-” =1/12
€T

b) Para que el campo se anule se tiene que cumplir que los campos creados por la dos cargas sean de igual
modulo, igual direccién y sentido contrario. La condicién de que tengan la misma direccién tiene como
consecuencia que el campo sélo se puede anular en puntos situados sobre la recta que une las dos cargas.

La condicién de que los campos tengan igual médulo se puede escribir de la siguiente manera:

Lo 1 @
dme, 2 drme, (x — 1)2

donde z es la distancia del punto buscado a la carga ¢;. Esta relacién nos da una ecuacién de segundo
grado:
@ + 2 —1=0

cuyas soluciones son 1 = —2,41m, y x2 = 0,41m. Para z; el punto estd situado a la izquierda de ¢,
luego los dos campos tendran sentido contrario y se anularan, luego esta es la respuesta buscada.

Sin embargo, para x» el punto estd situado entre las dos cargas y los campos tendran el mismo sentido,
con lo que la respuesta a la pregunta c) es x> = 0,41m.

En la figura se proyecta un electréon en la direccién del eje horizontal y con una velocidad
inicial de v = 2 x 10" ms~! entre las placas de un condensador, entre las que hay un campo
eléctrico dirigido hacia arriba de intensidad 20.000 N/C. a) Calcular la separacién del elec-
trén respecto al eje horizontal a la salida de las placas. b) ;Qué dngulo formari la velocidad
del electrén con la horizontal a la salida de las placas? c¢) ;A qué distancia del eje horizontal
alcanzara el electrén una pantalla colocada a 12 cm de la salida de las placas?

Solucion:

a) El movimiento del electrén entre las placas puede considerarse como un movimiento de tiro parabélico
con la velocidad inicial indicada en el enunciado y una aceleracion @ = —fn—E j. Las ecuaciones de dicho
movimiento seran, pués:

Lo,
T = vt; y:—§at

resolviendo este sistema para x = x,, donde z, es la coordenada horizontal del extremo de salida de las
placas, se tiene
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Figura 43: Problema 78.

b) Las componentes de la velocidad cumplen las ecuaciones v, = v; V,, = at, de donde

at eEcx
tana = — = ——; =0,35
v Me U

c) A partir de la salida de entre las placas, el movimiento del electrén es uniforme y por lo tanto:
zp, =vt's  yp = —yo + vyt

donde X, es la distancia entre la salida de las placas y la pantalla. Resolviendo el sistema se tiene
t'=xp/v, e
leE xo(xo + p)

Yp = _im_CT = —2,80m

Cuatro cargas iguales () se encuentran en los vértices de un cuadrado de lado L. Las cargas
se van dejando en libertad una a una siguiendo el sentido de las agujas del reloj y de manera
que se permite que cada carga alcance su velocidad final a una gran distancia del cuadrado
antes de liberar la siguiente. ;Cudl serd la energia cinética final de (a) la primera carga
liberada, (b) la segunda, (c) la tercera y (d) la cuarta?

Solucion:
Como el campo electrostatico es conservativo, en el proceso de liberacién y alejamiento de cada una de
las cargas, la energia total se conserva, por lo que AE, = —AEp,; = —q AV = ¢(V; — Vy). Ademds, a

una gran distancia tomamos el origen de potencial igual a cero, y como la energia cinética inicial también
es nula tenemos finalmente E .5 = ¢V;.

Para calcular V; basta con sumar los potenciales electrostaticos creados por cada una de las cargas que
no se han liberado todavia, de modo que obtenemos:

2)

2 2 442
Bi=qVi= ——(F + o) = ——( )
4me, L V2L% 4me, L 2
b)
2 242
Eoi = ——( )
4me, L 2
c)
2
q
E.. =
T dwe, L
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d) La cuarta carga no se ve sometida a ningin potencial, luego permanecerd en reposo y, por lo tanto, su
energia cinética final serd nula.

74



IX. Corriente eléctrica

79. Un conductor de resistividad p tiene la forma indicada en la figura. El radio de la circun-
ferencia exterior es b, el de la interior a y la altura d. Entre ambas circunferencias se aplica
una diferencia de potencial ;. Calcular la corriente que recorre el conductor, resistencia
que presenta y el campo existente en el mismo, de forma que el borde interior sea positivo

respecto del exterior

Figura 44: Problema 80.

Solucion: Debido a la simetria del conductor y suponiendo que p es constante en todo el medio, el valor
de la densidad de corriente serd el mismo para todos los puntos que disten por igual del eje del conductor:
J(r). Su direccién serd radial y el sentido desde el borde de la circunferencia interior al de la exterior.

Para calcular la intensidad de corriente elegimos una superficie abierta S,, puesto que ¢ representa la carga
que atraviesa la misma por unidad de tiempo. Sea ésta un cilindro de radio r y de altura d.

S, = 27rd , i:/ J-dS = J2nrd
Sa

ya que J es constante en los puntos de dicha superficie y J y dS tienen la misma direccién y sentido.

A partir de la ley de Ohm, tenemos que

pi
E=pJ= .
P 2mrd

Observamos que el campo también presenta una simetria radial: E(r) y que no es constante en el interior
del conductor. Ademds,

b
Vo -V =V, :/ E(r)dr,

que, una vez sustituido el valor del campo antes encontrado, queda

b . .
b
Vo:/ P ogr =L

2mrd 2rd  a
27TdV0 b

In —.
p a

Teniendo en cuenta la relacién de Ohm,

R:ﬁlng
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