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4. Tratamiento de errores.

4.1 La estimacion de errores experimentales.

4.1.1 Introduccion.

Cuando medimos una cantidad fisica, no esperamos que el valor
obtenido sea exactamente igual al valor verdadero. Resulta importante
dar alguna indicacién de que tan cercano podria estar el valor medido
con respecto al valor verdadero, en otras palabras alguna indicacion
de sobre la precision o confiabilidad de la medida. Para tal fin
debemos incluir el error estimado, en el resultado de la medicion.

Las estimaciones del error son muy importantes pues sin ellas no
podemos derivar conclusiones significativas de los resultados
experimentales. Por ejemplo supchgamos gque estamos tratando de
averiguar cual es el efecto de |la temperatura sobre la longitud de un
resorte metalico y que hemos medido el siguiente par de valores
experimentales:

3.0305ma10°C y 3.0306 ma 40 °C

¢ Existe una dilatacion de la longitud del resorte con el aumento de
temperatura?.

En realidad no podemos decir nada sin un conocimiento de la
magnitud de los errores. Si por ejemplo, el error en cada medicion es
de 0.0001 m, entonces no podemos afirmar que la variacion de la
longitud es significativa. En cambio si el error es de 0.00001 podemos
afirmar que si existe una variacién.

La pregunta gue surge es la de como establecer cuales son los errores
experimentales para asi poder determinar su magnitud. Para
contestar la pregunta, debemos clasificarlos.
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4.1.2 Errores sistematicos y aleatorios, precision y
exactitud.

Los errores pueden clasificarse en dos tipos, los errores sistematicos
y los aleatorios. Los errores sistematicos surgen frecuentemente
debido al hecho de que el dispositivo experimental funciona de manera
diferente a lo gue deberia funcionar. Por gejemplo, un reloj que corre
lento nos dara lecturas de tiempo sistematicamente menores a las
reales. Otro ejemplo podria ser el de un aparatc de medicion que fuera
alterando sus lecturas conforme se fuera calentando durante su
operacion. En el primer ejemplo el error seria igual a un porcentaje
constante mientras que en el segundo caso, el error variaria conforme
el calentamiento del instrumento.

Los errores aleatorios estan presentes siempre en un experimento vy
su efecto puede ser disminuido repitiendo muchas veces la medicion y
calculando el promedio aritmetico de todas las medidas. Esto es clerto
en la medida en gue no existan errores sistematicos. El repetir varias
veces una medicidn no elimina el error sistematico aln cuando
minimiza el aleatorio. Por ejemplo, pensemos en un reloj capaz de
medir décimas de segundo pero imaginemos que el reloj esta atrasado
una hora. En este caso, las lecturas de tiempo serian menores a las
reales y en consecuencia su promedic aritmético también. Si
repitieramos muchas veces las mediciones con el mencionado reloj,
tendriamos como resultado una medicién muy precisa pero no exacta
Cabe aqui aclarar la diferencia entre lo que debemos de entender por
precision y exactitud en el contexto de errores. De esta manera, se
dice que un resultado es exacto si esta relativamente libre de errores
sistematicos y preciso si el error aleatorios es pequeno.

De la discusiéon anterior se deduce que los errores sistematicos son
potencialmente mas peligrosos que los errores aleatorios pues aunque
hagamos un numero muy grande de mediciones reduciendo asi el
error aleatorio y haciendo mas preciso el resultado, el error sistematico
permanece sin reduccion, haciendo asi al resultado inexacto.

Los errores aleatorios pueden ser estimados por metodos estadisticos,
que discutiremos mas adelante. Para el tratamiento de los errores
sistematicos no existe una regla general. Son efectos que deben ser
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descubiertos y eliminados. Es conveniente sin embargo mantenernos
alerta sobre el desemperfio de los instrumentos de medicion.

4.1.3 Medicion de cantidades fisicas

Por otro lado, fa medicion de cantidades fisicas puede dividirse de en
dos grupos. El primero es aquel en el que podemos determinar con
buena precision, el valor de la cantidad fisica en cuestién mediante
una unica medida, no siendo necesarias o indispensables un mayor
nimero de ellas.

El segundo grupo es el de las cantidades fisicas para las cuales
resulta dificil determinar, mediante una sola medida, su valor con la
precision requerida por el experimento. Para este grupo resulta
indispensable tomar un buen numero de lecturas experimentales.

Si el valor de una cantidad fisica puede determinarse con una sola
lectura en un instrumento, entonces la confianza que se puede
depositar en la lectura experimental esta basada en el criterio de |a
“minima division” de la escala del instrumento, es decir. la
graduacion mas pequefia de su escala. Por ejemplo, para una regla
escolar comun y corriente, la division minima esta dada al milimetro, lo
que implica que el maximo error gue podemos cometer. si realizamos
con cuidado una medicion con dicha regla, es de + 1 mm.

4.1.4 Propagacion de errores.

La mayoria de experimentos involucran la medicién de varias
cantidades, como por ejemplo, la temperatura, la distancia, el tiempo,
etc., Estas cantidades frecuentemente deben ser incorporadas en
alguna relacién matematica produce como resultado final del
experimento el valor de una cantidad fisica buscada. Dicho resultado
tiene un error el cudl es el resultado de los errores de medicion en las
cantidades involucradas. ;Cémo podemos calcular el error en la
cantidad final a partir de los errores en dichas cantidades?.

Consideremos primero el error relacionado con la suma o
diferencia de dos cantidades, a y b. Es decir, supongamos que
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queremos determinar el valor numérico de una cierta cantidad C igual
a la suma las dos variables a y b, estc es,

C=a+b

Supongamos ademas que podemos asegurar experimentalmente que
los verdaderos valores tanto de a como de b se hallan en los intervalos
{a+ Aa, a-Aa)y (b + Ab, b -Ab) respectivamente. Siendo Aay Ab los
errores maximos que experimentalmente podemos cometer.

El problema consiste ahora, en determinar dentro de que intervalo (C
+ AC, C -AC) se encuentra el valor de C. En otras palabras, se debe
calcular cual es el valor de AC en funcién de Aa y Ab.

Comencemos diciendo que el limite superior del intervalo de valores
de C resulta cuando ambos, a y b, tienen su valor maximo, esto es. a
* Aa y b +Ab respectivamente. Entonces el limite superior del
Intervalo para C es

C“'hax = C + -"E.C =4 + .-"‘I.a'iw b +|""I.b
Analogamente, siguiendo el mismo razonamiento, el minimo sera
Cn\'m = C - AC = a = AEI'}‘ b _.Atb

De ambos casos se infiere que

de tal manera que cuando una suma de variables experimentales
conduce al valor de la variable por calcular, el error maximo de ésta
ultima es igual a la suma del error individual de los sumandos. El lector
puede comprobar que la misma regla se aplica a la resta. Esto es, el
error en la resta es igual a la suma del error individual de los miembros

de |la diferencia.

A continuacion trataremos el caso del producto de variables, su
cociente, o a variables elevadas a potencias. Para este proposito,
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supongamos que tenemos una cantidad C dada por la s_i'guier{t_é
expresion,

. xﬂ b
c="7
z

Esta misma expresion puede ser escrita como,
(_- — xa‘}‘,!:2 i

Recordemos que tenemos que determinar el error AC en C en
terminos de los errores Ax, Ay y Az, para lo cual supongamos que
todos estos errores afectan el resultado de manera tal que se obtiene
un valor para C con el maximo error posible. Esto ocurre cuando los
valores registrados para x y para y son los maximos dentro de sus
intervalos | mientras que el valor para el divisor z es el menor dentro
de su propio intervalo. Estas condiciones implicarian que

(C+ AC)= (¢ + AX)" +(y + Ay)* +(z — Az)*

Arreglando esta expresion se tiene,

C,! 1+ l=x*y*z ' 1+

i ™ I uE 'y \ d
AC - ﬂ.xwﬂﬂywq_._&z_
L C J s X

( Vo A Ve ‘
|1+ﬂC|:_.___L1+ux]i.14_&y .r1___ﬁiz
\ C) X

Ty U 2
Hay que hacer notar que los errores Ax | Ay, Az son pequefios
comparados con las cantidades medidas x, Y. z, de manera que los
cocientes Ax/x, Ayly, Azfz son pequerios y por lo tanto los parentesis
pueden ser expandidos usando el teorema del binomio y todos
aquellos terminos pequefios que estén elevados al cuadrado o
potencias mayores pueden ser despreciados. Esto nos da
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- 8
(HﬂCJ:(Ha&x} 1+bﬂy ELHdﬂZ‘:
C X, y J < )

Multiplicando los parentesis entre si e ignorando los productos de
terminos pequenos se tiene,

&C:a.&x +bﬂy _Hj&z

C X y Z

los cocientes Ax/x, Ayly, Azfz son “errores proporcionales de cada
una de las variables. Si estos son multiplicados por 100 estos
cocientes se convierten en “errores porcentuales”. Esta expresion es
de suma utilidad para calcular rapidamente errores y su Uso €s comun
por su simplicidad , ya que no importa si la variable esta en el
numerador o denominador pues su error proporcional correspondiente
siempre se suma. Sin embargo es importante aclarar que el error asi
calculado corresponde al maximo error posible y tiene que ser
indicado como tal. El error probable siempre serd menor.
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4.2 Tratamiento estadistico de datos

4.2.1 Introduccion

Supongamos que realizamos un conjunto de mediciones de una
misma cantidad y que estas medidas estan libres de error sistematico,
Estas medidas tendran valores diferentes ya que siempre estara
presente el error aleatorio. Para ejemplificar tomemos por caso el
experimento E 1 “El tubo de Sandor Mikola". En este experimento, se
tienen que medir los tiempos que tarda una burbuja en recorrer una
distancia dada (en este caso 50 cm) dentro de un tubo transparente,
para distintas inclinaciones del mismo tubo. Durante el experimento,
se midieron 5 tiempos para cada angulo de inclinacion. La tabla 7

reproduce los valores de las mediciones para dos angulos 10°
correspondientes a velocidades

y 50°

lenta y rapida de Ia burbuja

respectivamente. Como era de esperarse, se observa en esta tabla
que ninguna medicién tiene valores iguales entre si. Ademas la tabla

incluye el promedio aritmético de la medicione

denotaremos por X;, lo tomamos como el mejor resultado de

s. Al promedio, que

nuestras mediciones. La pregunta (ue surge es que tan cercano es
el valor de x, al valor verdadero de la cantidad

valor que denotaremos por X,

que gqueremos medir,

o Tabla7 _
- Angulo Medidas en segundos | Promedio|
T T2 T3 T4 _I5 -
10° 15.78 14.63 14.81 15.16 | 15.09 15.09 |
| 50° | 4.33 435 | 4.61 4.95 4.67 458 |

Para resolver esta pregunta, es conveniente ahora calcular el

porcentaje de desviacion de cada una de las m
al promedio. Por

ediciones con respecto
ejemplo, en el caso del tiempo marcado como T1 =

15.78 s dicho porcentaje es igual a {(15.78 ~15.09) / 15.09}x 100 =

4.6%. Esto mismo lo podemos hacer
escribir los resultados.

para cada uno de los tiempos y
Estos se muestran en la tabla 8
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, Tabla 8
- Angulo Porcentajes de desviacion con respecto al
' promedio
™ | T2 T3 T4 T5

| 10° | 46% | -3.05% | -1.86% @ 0.46% | 0.0%
| 50° | -5.46% | -5.02% | 0.66% | 8.08% | 1.97%

La figura 39 ilustra de manera grafica la dispersion de los resultados
mostrados en la tabla 8 .Cada rayita sobre la linea representa la
dispersion con respecto al promedio. La figura 39 esta a escala para
mostrar la dispersion de los resultados.

' promedio
10° ¥
50° e
+ :
promedio
Figura 39

Se observa en la figura anterior que los valores medidos para los
tiempos estan mas dispersos en el caso de 50° que para el caso de
10°. De aqui que resulta claro esperar que el promedio x, para 10°
esté mas cercano al verdadero valor de X para ese angulo, que el
promedic x, para 50° para su respectivo X..En otras palabras,
esperamos que x, este mas cerca del valor X cuando los datos se
dispersen menos, o bien, mientras mayor sea la dispersion en las
medidas mayor sera el error esperado para el valor promedio x;,.

Lo anterior nos proporciona un criterio para calcular el error. Este
criterio esta basado en la estimacion estadistica de la dispersion de las
medidas. Esta dispersion dependera de como se distribuyen las
mediciones.
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4.2.2 Distribucion de medidas.

Para comenzar la discusion tenemos que formalizar matematicamente
lo que hemos discutido. Para ello supongamos que tenemos un
conjunto de medidas que denotaremos por:

Definimos el promedio, también conocido como media o el valor
medio, por,

1 o
X, = - Lx,

Donde el simbolo T significa que debemos sumar todos los valores de
x; desde /=1 hasta i = n.

Par estimar el error en x, necesitamos introducir el concepto de
distribucion. Para introducir dicho concepto, nos valdremos de un
ejemplo simple. Pensemos en el nimero de formas o maneras en las
que un par de dados puede caer al ser arrojados sobre, digamos, una
mesa de juego. Como cada dado tiene 6 lados, existen Bx6 = 36
maneras en gue puedan caer (figura 40).

En un juego de mesa es comun sumar |0s nUMeros que aparecen en
cada par de caras superiores. La suma de cada par puede dar los
siguientes resultados; 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11 y 12 También observamos
que solo hay una forma de preducir un 2 o un 12. Esto es tirando dos
unos y dos seises respectivamente (ver figura 40). Siguiendo este
mismo analisis podemos determinar la forma de obtener cualquiera de
los otros resultados, por ejemplo, un siete se puede obtener de seis
maneras 1+6,2+5,3+4, 443 5+2vy6+1 (ver figura 40)
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Las 36 diferentes maneras en las que pueden caer
un par de dados

Higura 40

Es de utilidad graficar el conjunto de resultados que se obtienen al tirar
los dados, contra el nimero de maneras distintas de obtenerlos. (ver
grafica 10) Lo que la grafica 10 muestra es como se distribuyen los
eventos en relacion al resultado que producen. Esto es lo que
llamamos un histograma.
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Grafica 10

Cabe aclarar que el conjunto de resultados de este ejemplo es
discontinuo o discreto, esto es, en el ejemplc de los dados se
obtienen solo los nimeros enteros {2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11 y 12} y no se
obtienen todos los nimeros reales..

Si ahora dividimos |a altura de las columnas del histograma entre e
numero total de maneras distintas en que pueden caer el par de
dados, obtendremos en cada columna la probabilidad de gue ocurra
el evento. Por ejemplo la altura del resultado para 7 es de 6, esto
implica que la probabilidad que caiga un par de dados marcando 7 es
igual a 6 /36 = 1/ 6 que es mayor que la probabilidad de que los dados
nos den un doce, que es igual a 1/ 36. Si a continuacién graficamos el
conjunto de eventos contra la probabilidad de que estos ocurran,
obtendremos lo que se conoce como la distribucién de los eventos
Es importante remarcar que en este caso se obtiene una distribucién
discreta, por las razones anteriormente mencionadas. Sin embargo,
es pertinente mencionar que existen distribuciones continuas de las
cuales hablaremos en seguida.

4.2.3 Distribuciones continuas.

En un experimento es posible, en principio, realizar un conjunto muy
numeroso de medidas. Sin embargo, por razones practicas, existen
muchas causas que nos obligan a restringir severamente el nimero de
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ellas. Estas causas pueden ser, el tiempo que lleva el hacer una
medicion, su costo, la estabilidad de los instrumentos etc. Para fijar
nuestras ideas volvamos al gjemplo gque hemos venido manejando,
esto es, el experimento E1 ° El tubo de Sandor Nikola™. En principio
hubieramos podido efectuar digamos, N = 10 000,000 mediciones de
la velocidad de la burbuja para el angulo de inclinacion de 107, sin
embargo solo hicimos cince mediciones. De hecho, en éste ejemplo,
nuestro conjunto de medidas, xq, X2.X5....... X, (donde n =5) es un
pequefioc subconjunto del numero de posibles mediciones que
hubiéramos podido efectuar. Con el menciochado subconjunto de
medidas podemos dibujar el siguiente histogramal( grafica 11).

HIS TOGRAMA
E
|

Mumere de medicicnss ensrtarvalos do 06 sequndoe:

13 ¥ zagundas

Grafica 11

El histograma de la grafica 11 muestra una apariencia escalonada
porque representa pocos valores (5 medidas). Sin empargo, hagamos
un esfuerzo mental y supongamos gue es posible hacer muchas mas
mediciones de tal manera que el numero N de ellas sea muy grande.
Esto nos permitiria disminuir la anchura de las columnas y a al mismo
tiempo tener un numero apreciable n; de mediciones en cada columna.
La grafica 12 muestra el nuevo histograma para la situacion hipotética
en gue tuviésemos un numero muy grande de mediciones. Ahora bien,
si graficamos en lugar del histograma la fraccion del numero total de
medidas, esto es n/N, en funcidn del valor x de la medicién,
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obtendremos  una curva suave f(x) conocida como funcién de
distribucién. El significado de esta funcion es que f(x)Ax donde Ax es el
ancho de la columna representa la fraccion del total de las N
mediciones que caen en la columna situada entre x y x + Ax.

HIS TOGERAMA

t
I

fix]= Disivibivin

iones en intervalos de 0.6 segundos

b

Mdmern de med

EN SR B sequndos

Grafica 12

Si ahora, hacemos tender la anchura de la columnas a cero (Ax—dx) |
podemos entonces decir que f(x)dx es la probabilidad de que una sola
medida, tomada al azar de la distribucién, caiga en el intervalo x y x +
dx.

Es importante sefialar que la suma de todas las probabilidades para
todos los casos posibles debe ser igual a la unidad. Para aclarar este
punto, mencionaremos como ejemplo al juego de “los volados". En
este juego, la probabilidad de que una moneda arrojada al aire “caiga
aguila” es de 2 y de que “caiga sol” es también de %, por lo que la
suma de las probabilidades de todas las formas en que puede caer
una moneda (en este caso de solo dos formas ) es igual a la unidad (%
+ %2 =1). De igual manera, el lector puede cerciorarse de que en el
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juego del par de dados, las probabilidades de que ocurran
respectivamente los siguientes eventos {2,3,4,5,6,7.8,910,11 y 12}
son { 1/36, 2/36, 3/36, 4/36, 5/36, 6/36, 5/36,4/35,3/36,2/36 y 1/36)
respectivamente . La suma de estas fracciones es igual a la unidad.

Cuando se tiene una suma infinita de cantidades la suma se convierte
en una integral, de esta manera decimos que f(x) debe satisfacer la
relacion

]f {l’}{i‘fu‘ =]

Introduzcamos ahora una definicion importante conocida como la
media de la distribucion Para una distribucion discreta esta puede
definirse como

— A
X = 2‘ X,

donde hemos empleado los corchetes () para denotar el promedio
sobre todas las mediciones en la distribucion. El significado de esta
definicion puede apreciarse si la aplicamos al ejemplo de los dados.
En este caso,

El resultado corresponde al valor 7 que es el evento con mayor
probabilidad de ocurrencia. Hay gue hacer notar que la definicion de
<x> tiene sentido, ya que cada valor de x es ponderado o esta
"pesado” por n, /N que representa la probabilidad de que el evento
caiga en el valor x;.

En el caso de una distribucion continua la definicion esta dada por

xrQ

o= J,\;f ey,

i

donde de nuevo, la importancia de esta definicion radica en que, en
ausencia de error sistematico y dado que el numero de mediciones es
muy grande, la media de la distribucién <x> puede ser tomada como el
valor experimental verdadero que denotaremos por ¥, esto es, con
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una equis mayuscula con una barra encima. De nuevo, hay que hacer
notar que la definicién de <x> para una distribucion continua también
tiene sentido, ya que cada valor de x es ponderado o esta “pesado”
por f{x)dx que representa la probabilidad de que la medicion caiga
entre x y x + dx.

Hasta el momento no hemos especificado la forma exacta de la
distribucion f(x) ni de cémo estimar la dispersion de las mediciones
alrededor de un valor promedio. En el siguiente apartado (4.3)
definiremos una cantidad, conocida como desviacion estandar la cual
es una medida de la dispersion de datos.

4.3 La desviacion estandar

4.3.1 Error estandar en una sola observacion

En este apartado introduciremos el concepto de desviacion estandar
como una medida de la dispersion de las mediciones. Para este
proposito es conveniente definir lo que se entiende por error en una
sola medicion.

Si ¥ es el verdadero valor de una variable y durante un experimento
se obtiene un valor x, es claro que el error ¢ que estamos cometiendo
para esa medicion es igual a la desviacion entre el valor medido x y el
valor verdadero x .Esto es,

£=X-x

Evidentemente que & puede tomar tanto valores negativos como
positivos por lo gue es conveniente elevar al cuadrado a dicha
cantidad y al igual que en el caso de la media <x> | definida en el
apartado anterior, ponderar o “pesar’ la cantidad £ en forma idéntica,
para asi obtener una media < & > De nuevo insistimos que ésto
tiene sentido, ya que cada valor de & es ponderado o esta “pesado’
por f{x)dx que representa la probabilidad de que la medicion caiga

entre x y X + dx.

La ralz de < > se denota por & v se conoce como desviacién
estandar de la distribucion y se define por la ecuacion
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3

ol =igti= mj(x—X}E_f'{x}dx

La cantidad &° recibe el nombre de varianza de la distribucion.

La desviacion estandar es una medida de la forma en gque se esparce
la distribucion. Una o muy pequefia significa que los wvalores
experimentales se encuentran constrefiidos a un intervalo angosto
mientras que una ¢ grande implica que los valores experimentales se
encuentran esparcidos en un intervalo de valores amplio. En ofras
palabras ¢ nos indica la precision en la medicion. Por lo tanto, es
lbgico tomar a o como una medida del error de una sola observacion.

Pero la pregunta que surge es la de, ;como especificar el error en Ia
media de un conjunto de n mediciones.?

4.3.2 Error estandar en la media

Para fijar nuestras ideas volvamos a nuestro ejemplo de marras
(experimento E1) y consideremos las 5 mediciones que aparecen en la
tabla 9 para una inclinacion de 10°,

S S —— Tab;a g —— ans
Angulo Medidas en segundos | Promedio
™m T2 | 713 4 ™
10° | 15.78 | 1463 | 1481 | 15616 | 15.09 | 15.09

Supongamos, ahora que volvemos a tomar de nuevo otros cinco
tiempos y a calcular el promedio para este nuevo conjunto. Este nuevo
valor lo escribimos en una tabla junto con el primer promedio que es
de 15.09 segundos. Repetimos el proceso muchas veces para
terminar con una tabla consistente en la distribucion de los promedios .
Denotamos la desviacion estandar de esta segunda distribucion como
am ¥V 10 llamamos error estandar de las medias.

En resumen o es la desviacion estandar de la distribucion de una sola
medida.
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Mientras que o, es la desviacion estandar de la distribucion de |as
medias de un conjunto de medidas, cada una de las cuales contiene el
mismo numerc de n medidas individuales (en este caso cinco),

Para sintetizar, o representa el error en una sola medida ¥ O
representa el error al calcular el promedio de n mediciones,

4.3.3 Relacion entre o, y &

A continuacion demostraremos una importante relacion entre o, y .

_oF
T ==
4 H

Pero primero indicaremos en que reside Ia importancia de esta
expresion.

Esta expresicn nos indica que el error estandar en el promedio de n
observaciones es 1 /n' veces el error en una sola observacion. El
valor de ¢ depende de la precision de las mediciones individuales y es
independiente del numero de ellas, mientras que el valor de o, puede
ser reducido incrementando el numero n de mediciones. La tabla 10
muestra como se reduce c,,.

- Tabla10 EIORIETESETIT
n 11 2 | 3145 1677 s}glzn

10.70710.577| 0.5 [0.447,0.40810.378 0.354

Es de notar que o, disminuye lentamente conforme aumentamos &l
numero de mediciones, por ejemplo si queremos reducir el error en la
mitad, al tomar cinco medidas, debemos de efectuar guince
mediciones mas para llegar a un total de veinte (1/5" ~ 2 x1/20"2)
Esto puede resultar muy costoso o consumir mucho tiempo. Muchas
veces sera mejor tratar de disminuir el valor de o, reduciendo el error
o en las mediciones individuales.
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Vamos ahora a mostrar como se pueden estimar ¢ y o, a partir de
mediciones reales. Solo es necesario indicar como se calcula una de
ellas ya que ambas estan relacionadas entre si.

En principio podriamos partir de la definicion de o

3

El problema con esta expresion es gue no podemos calcular las g = {
x;— X } ya gue no conocemos el valor verdadero X. Sin embargo
podemos suponer que éste es muy cercano a la media por lo que
definimos una nueva cantidad s llamada desviacion estandar de la
muestra como,

Donde d; = (x, - x) es el residuo de la i ~ésima medicién. La cantidad s
sl se puede conocer.

Si definimos el error de la media £ como la diferencia entre la media y
el valor verdadero, esto es,

E=X-X

y recordando que
g=x-X

podemos escribir,




17
TRATAMIENTO DE ERRORES

Por lo qué"

o= Y e o) LS - B

H i

-----Zf,j QJ.HZél,TL

H

= IZ&. ~ k7

Esto es vélido para un solo conjunto de n mediciones. Si ahora
tomamos el promedic para un gran ndmero de conjuntos obtenemos
el siguiente resultado

§f = IZ&;:—' -E' = ]Zaf j~ i E?

H 1

En el apartado 4.3.3 vimos que o© y oy, estan relacionadas por o, =
n'“c. Sustituyendo esta relacion en la expresidn anterior se obtiene,

n—1

Conocemos a la cantidad <s*> y si calculamos la raiz cuadrada de las
dos expresiones anteriores obtenemos dos formulas para calcular o y
Fm

sy
2.4,

1
a1 lin) J

1
2
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4.3.4.a Ejemplo de aplicacion

Como muestra volvemos a nuestrc gemplo de marras, esic es
experimento E1 y vamos a caicular o y o, para este caso. La tabla 11
muestra los resultados de para el angulo de inclinacién de 10°

SRR T  RRA _Tabla 11 S
Angulo |  Medidas en segundos Promedio
T 1 T2 1 713 | T4 T5

Td0c | 1578 | 1463 | 1481 | 1516 | 1509 | 1509 |

Lo primero que hay que hacer es calcular cada una de los residuos ,
por ejemplo para T1 se tiene,

T1=15.78 - 15.09 = 0.08.

Cuyo valor al cuadrado es igual a 0.4624. La tabla 12 muestra los
residuos y sus cuadrados.

o o Tabla 12 e
| Residuos y sus cuadrados | }

sl T + T2 T T3 | T4 | T5 | =d
~d [ 068 | 046 | 028 | 007 | O |
& 04624 | 02116 | 0.0784 | 0.0049 [ 0 [ 0.7573

La suma de los residuos al cuadrado dividida entre cinco medidas
: 2
resulta serigualas

Gyl {J"T:?j =0.15 - s=04 segundos
Fi J
¢ . '
; AT ) | -
dedonde o=| [ | s <04 S8gUNdOS =045 segundos
s AL

(1.2 segundos

A
It
Il
I

El resultado final para el tiempo correspondiente a la inclinacién de 10°
es T(10°)=1509+045s
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4.4 Incertidumbre en funciones

4.4.1 Calculo de propagacion de errores

En la mayoria de los experimentos no medimos la cantidad que nos
Interesa directamente sino por lo contrario tenemos gue medir primero
ciertas cantidades para poder determinarla. Tal es el caso del
experimente de la burbuja E1, la cantidad gque nos interesa es la
velocidad ferminal "v' de una burbuja dentro de un tubo transparente
lleno de agua. Para esto tenemos que medir la longitud del recorrido
de la burbuja "d” y dividir esta cantidad entre el tiempe “t" que tarda en
recorrer la mencionada distancia. La relacion funcional que requermos
se puede expresar como,
d

V.=

En este ejemplo la distancia d se mide con ayuda de una regia y el su
valor resulta ser d = 50 + 0.1 cm. La estimacién del error la hemos
necho suponiendo que el maximo error posible al posicionar el
extremo de la regla en la primera marca que cruza la burbuja es igual
a la mitad de la minima division de una regla milimetrada, y, de
manera analoga el error al estimar |la posicion de la segunda marca es
tambien la mitad de la minima division, esto es medioc milimetro.
Sumando ambos errores obienemos el citade error de 0.1 cm

En la medicion del tiempo gue tarda en recorrer la burbuja la distancia
d, tomamos como el valor mas probable del tiempo al promedio de las
mediciones realizadas y a su error como la desviacion estandar de las
mismas.

El problema gue vamos a considerar es como calcular el valor del
error Av en la velocidad v a partir de los valores de los dos errores, At
y Ad, correspondientes las dos mediciones, ty d.

Lo primero que sdponemos es gue ambas cantidades son
independientes entre si, y si ambas cantidades son independientes,
sus errores también lo seran. Es decir que el medir una variable no
afecta la medicién de la otra cantidad. En nuestro ejemplo especifico
queremos decir que medir el tiempo que transcurre al recorrer la
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purbuja una distancia d no afecta la medicion de esa distancia. Sin
embargo hay gue advertir, aungue este no es el caso, que existen
situaciones en las cuales las variables no son independientes.

Por definiciéon, la velocidad depende del tiempo y de la distancia.
Matematicamente podemos expresar esta dependencia de v en
funcion de d y t de la siguiente manera,

v =v(t,d)

Supongamaos ahora que realizamos una sola medicidon de t y de d.
Cada par de estas mediciones presentan su respective error al que

denotaremos por At y Ad; respectivamente de manera que entonces
podemos escribir

At=ti-t, i'id,:d,'-dol
donde 1,y d, son |los verdaderos valores de ty de d.

Para simplificar nuestra argumentacion prestemos atencion a una sola
de las variables, digamos d, y supongamos que el error Adi=d-d, que
cometemos al medir d. es tan pequefio que los puntos v(d,)-v(d;)
también se encuentran muy proximos y por lo tanto v(d) en esa
pequena region puede representarse aproximadamente por una linea
recta como mostramos en la figura 41.

V
A

vid Ul
AV

v(do)
Ad

g d

Figura 41

W
Q
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Resulta claro que el error Av es funcién de Ad y que dicha funcién
puede expresarse de la siguiente manera,

Av = v(d, + Ad) - v{d,)

dividiendo esta expresion entre Ad y suponiendo gue el error en d es
pequefio se obtiene que

oAy ovld, FAd)-v(d)) dv
lim = lim 2 °f =
Aefnil ﬂd Aol ald .ﬁld. dd

Por otro lado, la figura 41 nos muestra que Av es proporcional a Ad y
que la constante de proporcionalidad resulta ser la pendiente, esto es,
la derivada de la funcion v(d) calculada en d=d, Entonces podemos
escribir para el error en v originado al medir d como

I
:':.'._
e

Av! =

De manera analoga podemos extender el resultado a la otra variable
del ejemplo, esta es t, para escribir,

avt = ac
dt

El error total para una medicion sera la suma de las dos
contribuciones, esto es

Ahora bien, para un conjunto de mediciones el cuadrado de la
desviacion estandar sera, por definicion igual a,

o'(v)="T(Av) = 2(6"’ ad, + VA |

7 a5\ ad it J
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desarrollando el hinomio se tiene

LS Y av Y 1 B Voord Ay
—Z| ——Ad, 4+ - At | = L — Ad, | +—> | —AL |+
; % = - v

i ad Lt J n <7l ad ; ne 'I\E}t ;
P& oy Woov

23| —=Ad; | — At |
nhad ) J

Pero el ultimo término es igual a cero

v oY ev )
A :‘,d,J At |=0
ad it

i J

e

21 Z
o

.

La explicacién es simple ya que hay que recordar gue d y t son
variables independientes lo que implica que habra veces en gue el
error en  una medicion Ad; sea positivo mientras que  su
correspondiente At; sea negativa o viceversa, ¢ bien que ambos
tengan el mismo signo. Este hecho a su vez indica que el producto de
los pares de errores AdxAt puede ser positivo o negativo, ademas,
independientemente de su signo, el producto puede ser de gran o de
pequena magnitud. El punto importante es que hay que acordarse que
la distribucion tiene un numero infinito de valores posibles lo que da un
niimero infinito de productos de pares, tanto positivos cémo negativos,
los que al sumarse se cancelan.

Finalmente, eliminando el Gltimo término y recordando la definicién de
desviacion estandar obtenemos la siguiente regla,

2 v

o{v)” = ald) )%

+0o(t)
Este resultado tan simple se puede facilmente generalizar a funciones
que dependan de mas de dos variables. Si F es una funcion de a, b, ¢
etc. Entonces la regla general, para las desviaciones estandard sera,

o(F) =ola) +olb) +ofc) +.. ( TE4.1}
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4.4 .1.a Ejemplo de aplicacion.

Regresando al ejemplo de la burbuja vamos a aplicar la regla general
a este caso.

(A= % a d}}[a A fﬂ[dhﬂ"%?}(ﬂm)--_-[-ladjd-ff—‘fmj_
\ ad it ,f L od - cti.t) t - Lot

Para simplificar este resultado podemos dividir a toda la ecuacion
entre v = d / t para obtener,

[:\VT _(ﬁd\z _L(ﬂl\l.:!
W L dJ | IJ

Como egjemplo, vamos a tilizar los valores para un angulo de
Inclinacion de 10°, Los valores para At y Ad fueron ya calculados con
anterioridad. En este caso, la estimacion final para t ya fue calculada
en el apéndice 4 y para d fue calculada al principio del presente
apendice. Los valores con sus errores obtenidos son,

t{10°)=1509+0.45 s
d=50+01cm

Entonces para t se tiene,

)[04 o

h, 'k

Para el caso de la distancia d se tiene que,

[,ﬁciJ ~[ 91 0.000004
d L 50 /I
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Finalmente el error total sera
AV = (8.9+0.000004)"* = + 3.0cm/s

Hay gue resaltar gue en este ejemplo particular la contribucion al error
para el caso de la distancia d es muy pequefioc y puede ser
despreciado.

4.4.2 Relaciones entre errores estandar.

Finalmente proporcionamos al lector en la tabla 13 | algunas
relaciones comunes para una funcion F que dependa de variables a y
b. Estas relaciones pueden ser facilmente calculadas a partir de la
formula general para calcular errores dada por la ecuacion TE4.1,

TABLA 13
Relaciones entre errores estandar.

F=F (ab) Relacion entre
o(F), o(a) y o(b)
F=a+b - (@)= (ef@) + (o(b) ‘
F=a-b ?
F=ahb a(F) o’{ﬂ}\‘x / a(b) :
F=a/b (bJ_[aJ—Lb}'
"""""""" o(F) _ ola)
F=a" F o oa
o
F=Ina o(F)= a
R
F=expa I B (ﬂ)
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4.5 Ajuste de lineas rectas.

4.5.1 El método de minimos cuadrados.

Consideremos el caso en gue una cantidad “y” es funcion lineal de otra
cantidad "x", de manera que las mediciones son pares de valores (x,y).
La funcion es descrita por,

y=mx+b

El problema consiste en calcular los valores para los parametros my b
a partir del conjunto de puntos experimentales (xy) Uno de los
métodos comunmente utilizados para resolver este problema es el
método de minimos cuadrados que describiremos a continuacién

Supongamos que tenemos un conjunto de puntos o parejas de
mediciones,

(X'I: Y'r};- (K:f‘ yz;}:""- {:{i': Il"li}:‘-‘[;-}(l'l: yl"lj

Con objeto de simplificar los calculos, supongamos que el error en 'y"
es mucho mayor que el error en “x" por lo que el error en esta dltima
cantidad lo despreciaremos considerando el valor en x como exacto.

Ahora bien, dado un par de valores cualquiera, (x, y;), la desviacién o
error del valor verdadero para yi esta dado por

¥ —=mx-b
Esta situacion se ilustra en la grafica 13
Los mejores valores para m y para b se toman como aquellos para los
cuales la suma de los cuadrados de los errores es minima, de aqui el
nombre del metodo. Esto se puede expresar como la situacion para la

cual

S =5 (yi -mx-bY’
resulta ser un minimo.
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Grafica 13

Para minimizar s debemos de igualar sus derivadas parciales a cero,

B o oY x (v, —mx —b)=0
am i '

o8 = -—EZ(}‘i —mx, —h)=0
¢b -

Desarrollando estas dos ecuaciones se tiene,

my x 4+5hY X =) Ky
mY» x +bn=>y

los valores para m y b se obtienen resolviendo estas dos ecuaciones
simultaneas.

Si dividimos la Ultima de las dos ecuaciones entre n se obtiene b en
funcion de m,

b=y -mx
donde,
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i
X= >x
|
| «
} f— Z }.':
n

representan las coordenadas del centro de gravedad de todos los
puntos experimentales. No es de sorprenderse entonces, que la mejor
recta pase por el centro de gravedad.

Insertando el valor de b en la primera de las ecuaciones simultaneas Y
simplificando un poco, se tiene la solucion para m,

m = Z[ﬁ' ﬂ}'

4.5.1.a Ejemplo de aplicacion

Come ejemplo consideremos el experimento E2, “péndulo bifilar’,
Recordamos que en su primera parte se tiene que determinar el valor
de m a partir de la expresion

log T =log K+ mlog s+ nlog &

donde T es el periodo , s la separacion entre hilos y los demas
parametros son constantes. La tabla 14 muestra los datos
experimentales y su tratamiento

De este ajuste podemos determinar que el valor del exponente m
resuita ser -1 (tabla 14) Entonces podemos escribir que T es
proporcional a (1/s).

De manera analoga podemos analizar la segunda parte del
experimento que consiste en dejar fija la separacién s entre ios hilos y
variar su longitud 2 para determinar el valor del coeficiente n. La tabla
15 muestra el analisis
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Log T llogs= (x,-x) | (x;-xy, | (x,-%)’
=¥ X

0.0334] 1.6021 0.1647| 0.0055 | 0.0271 |
0.1173,1.5185 0.0811| 0.0095 | 0.0066 |
0.1761|1.4624  0.025 | 0.0044 | 0.0006
0.2430|1.3979 | - -0.0096 | 0.0016
0.2945| 1.3424 | 0.0395 | -0.0280 | 0.0090
0.3365|1.3010| - -0.0459 | 0.0186
0.0950

0.1364 S
v=l5 k- lyx 206 =X | Y (x| e 2T
=0.2000 ) =y 4374 =-0.0641 = (0.0635 _Uﬂz‘;:‘;i-xﬁug
0.0635 '““”i
Tabla 14 -
TosTTog i To 0T o | & |
=y | =X
- 11.0828] - | 0.0659 | 0.1332
0.1805|1.3054 | 0.3649 | 0.0072 | 0.0202
- 14786 - 0.0010 | 0.0010
0.0506|1.6274 |0.1423 | 0.0200 | 0.0323
0.0334|1.7443 | 0.0309| 0.0522 | 0.0880
0.1106 0.1797 |
0.1761 0.2966
y=Llyy x=tyn PIRUEELTH D INCIES Sl N NE
“00178 | = 14477 | =0.1463 = (.2747 D_l_‘%;ii_ﬂ i

| = oo -0
Tabla 15

En resumen, utilizando el método de minimos cuadrados obtenemos
que el valor de n = 0.53 y m =-1. Como en la naturaleza no suelen
aparecer coeficientes irracionales concluimos que el periodo T
depende de J y s de la siguiente manera

—

. A
[ = cte, ,,I|I' 3
| 5
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Anexo 1
Prefijos de unidades SI
Multiplos Submultiplos
0% =tera =T 107 =deci =d
10° =giga =G 10° =centi =c¢
10° =mega =M 10° =mili  =m
10° =kilo =k 10° = micro =y
10° =hecto =h 10° =nano =n
10 =deca =da 10" =pico =p

10" =femto =f
10" =atto =g
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ANEXO 2
Referencias y lecturas recomendadas

» Libros de texto.

Existe una gran diversidad de excelentes libros de texto en la
lengua castellana de nivel elemental y medio que pueden ser
consultados. A continuacion  citaremos  a algunos
alfabéticamente por el nombre de sus autores o por las iniciales
como se les conoce ordinariamente. la lista no pretende ser
completa.

Alonso-Finn
Bueche y Jerde
Halliday y Resnick
IPS

PSSC

Serway

Sin embargo hay un libro que se sale de lo comun

" Fisica para las ciencias de la vida y de la salud”. 5.G.G.
MacDonald v D.M. Burns. Fondo educativo interamericano, S A
1978.

interesante libro que abarca muchas aplicaciones de la fisica en
campos como la medicina y la biologia. Este libro puede inspirar a
profesores a inventar sus propios problemas experimentales y a los
alumnos a descubrir la utilidad de la fisica.

« Libros de texto de fisica experimental o experimentacion

En contraste con los libros "tedricos” o los mixtos como el PSSC y
el IPS existen pocos titulos de obras exclusivamente dedicadas a
experimentos. A continuacion citamos algunos textos
sobresalientes.

"Experimentacion. Una introduccion a la teoria de mediciones y al
disefio de experimentos” D. C. Baird - Prentice Hall
Hispanoamericana. S. A. 2da. Edicion 1991.
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Es un libro completo a nivel medio que introduce al lector a diversos
topicos como son. el calculo de minimos cuadrados, técnicas de
ajuste de curvas, resultados estadisticas y calculo de la
incertidumbre.

" Problemas experimentales ingeniosos’ de la fisica" V. N, Langue.
Editorial Mir Moscu. 1979,

Excelente coleccion de problemas experimentales cuyas solucién
requiere de ingenio. El libro fue traducido a varios idiomas. La
desaparicion de la edlitorial Mir hace dificil conseguir este libro.

Problemas didacticos de fisica” M. A Ushakov. Editorial Mir Moscu.
1984,

Coleccion de experimentos de electricidad que requieren un minimo
equipo de laboratorio.

Al igual que el libro de Langue, resulta dificil conseguirlo.



