CAPITULO 18

DINAMICA
DE LOS FLUIDOS

Pasamos ahora de la estdtica de los fluidos a la dindmica de los fluidos en movimiento. En
esencia, existe poca diferencia entre la dindmica del movimiento de los fluidos y la dindmica
de los movimientos de la particula y del cuerpo rigido, que ya hemos estudiado en capitulos
anteriores. Empleamos aqui conceptos ya conocidos para analizar la dindmica de los fluidos,
incluyendo las leyes de Newton del movimiento y la conservacidn de la masa 'y de la energia.
Asl pues, en este capitulo aplicaremos estos principios a los fluidos, los que describimos em-
pleando variables tales como la presidn y la densidad que hemos presentado en el capitulo 17.

Comenzaremos con un modelo simplificado del flujo fluido, del cual no tendremos en cuenta
las fuerzas de disipacién. Este enfoque es similar a nuestro estudio previo de la dindmica de
la particula, donde en un principio no tomdbamos en cuenta a las fuerzas de disipacion (de
friccidn). Una ventaja de este acceso es que permite un andlisis en términos de la conservacion
de la energla mecdnica, como lo hicimos en el capftulo 8 en el caso de las particulas. Mds
adelante en el presente capitulo ofreceremos una descripcion breve de los resultados intere-
santes y poco usuales que suceden en los fluidos reales cuando se toman en cuenta las fuerzas
de disipacion, llamadas fuerzas viscosas.
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18-1 CONCEPTOS GENERALES
_DEL FLUJO DE LOS FLUIDOS

Una manera de describir el movimiento de un fluido
consiste en dividirlo en elementos de volumen infinitesi-
mal, a los cuales podemos llamar particulas fluidas, y
seguir el movimiento de cada particula. Si conocemos a
las fuerzas que actian sobre cada particula del fluido,
podemos entonces resolver para las coordenadas y velo-
cidades de cada particula en funcién del tiempo. Este
procedimiento, que es una generalizacién directa de la
mecanica de la particula, fue desarrollado por primera vez
por Joseph Louis Lagrange (1736-1813). Puesto que el
nimero de particulas de fluido es generalmente muy
grande, el uso de este método es una tarea formidable.
Existe otro tratamiento distinto, desarrollado por Leon-
hard Euler (1707-1783), que es mas conveniente en la
mayoria de los casos. En él abandonamos el intento de
especificar la historia de cada particula del fluido y, en
cambio, especificamos la densidad y la velocidad del
fluido en cada punto en el espacio y en cada instante
de tiempo. Este es el método que usaremos. Describire-
mos al movimiento del fluido especificando la densidad

p(x,y,z, 1) y la velocidad v(x, y, z, £) en el punto x, y, z en
el tiempo . Centraremos entonces nuestra ater~ion en qué
esta sucediendo en un punto en particular del espacio en
ese tiempo determinado, en lugar de ocuparnos de qué le
sucede a una particula dada de fluido. Cualquier cantidad
empleada para describir el estado del fluido, por ejemplo,
la presion p, tendrd un valor definido en cada punto en el
espacio y en cada instante de tiempo. Si bien, esta descrip-
cién del movimiento del fluido centra la atencién sobre
un punto en el espacio en lugar de sobre una particula del
fluido, no podemos evitar seguir a las particulas del fluido
en si mismas, cuando menos durante intervalos de tiempo
cortos dt. Después de todo, las leyes de la mecanica se
aplican a particulas y no a puntos en el espacio.

Consideraremos en primer lugar algunas caracteristicas
generales del flujo de los fluidos.

1. El flujo de los fluidos puede ser estacionario o no
estacionario. Describamos al flujo en términos de los
valores de variables tales como la presion, la densidad, y
la velocidad de flujo en cada punto del fluido. Si estas
variables son constantes en el tiempo, se dice que el flujo
es estacionario. Los valores de estas variables cambian
por lo general de un punto a otro, pero no cambian con el
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seccion transversal A;,. Deseamos hallar la velocidad v, a
la cual escapa el gas por el orificio.
Escribamos la ecuacién de Bernoulli (Ec. 8) asi:

P — Do = pg(yo — y) + $p(0f — v,

donde p, representa a la presidon atmosférica justamente
afuera del orificio. En un gas la densidad es tan pequeia
que podemos despreciar la variacion de presion por la
altura de la camara, lo que nos da

P — Do = 4p(vg — v?)

0(2)=_2_(£___£0_)+v2’ (13)

donde v es la velocidad del gas que fluye dentro de la
camaray v, es la velocidad del gas que pasa por el orificio.
Si bien un gas es compresible y el flujo puede volverse
turbulento, podemos considerar al flujo como estaciona-
rio e incompresible para presiones y velocidades de salida
que no sean demasiado grandes.

Supongamos ahora una continuidad en el flujo de masa
(en el motor de un cohete esto se consigue cuando la masa
del gas que escapa es igual a 1a masa del gas que se origina
al quemar el combustible), de modo que (para una densi-
dad supuesta constante)

Av = Agyv,.

Si el orificio es muy pequefio de modo que A, < 4,
entonces v, > v, y podemos despreciar a v? en compara-

cién conp 3 en la ecuacién 13. De aqui que la velocidad

de escape sea
Vo= 1 /&p:go_) ) (14)

Sinuestra camara es la camara de escape de un cohete,
el empuje sobre el cohete (seccién 9-8) es v, dM/dt. Pero
la masa del gas que fluye hacia afuera en el tiempo dt es
dM = pA v, dt, de modo que

= = 2
Vo = Vo pAso = PAG,

dr

\
;

Figura 12 Los lineas de corriente
alrededor de un plano aerodinamico o
ala de un aeroplano. La velocidad v,
del aire que se aproxima es horizontal,
mientras que el aire que se aleja del
plano aerodindmico tiene una velocidad

e~ v,, con una componente hacia abajo. El

vr plano aerodinamico ha ejercido

entonces una fuerza hacia abajo sobre
el aire, y segun la tercera ley de
Newton, el aitre debe haber ejercido por
tanto una fuerza hacia arriba sobre el
plano aerodindmico. Esta fuerza hacia
arriba esta representada por la fuerza
ascensional F.

y al usar la ecuacién 14 el empuje es

am

Vo ar = 2A4(p — po)- (15)

18-5 CAMPOS DE FLUJO (Opcional)

En la seccion 16-7 vimos como representar la situacion en las
proximidades de las masas al usar un campo gravitatorio. Cada
punto del campo puede considerarse como si tuviera un vector
asociado con él, digamos, g, la fuerza gravitatoria por unidad
de masa en ese punto. Podemos llevar a cabo una representacion
grafica del campo trazando lineas en direccién del campo cuyo
espaciamiento sea proporcional a la intensidad del campo.
Emplearemos un enfoque similar cuando estudiemos el campo
eléctrico en el capitulo 28.

Del mismo modo, en la dinamica de los fluidos podemos
resumir la situacion dentro de un fluido en movimiento por
medio de un campo de flujo. En general, el campo de flujo es
un campo vectorial. Asociamos una cantidad vectorial a cada

Figura 13 Corriente de fluido que se sale de una camara,
que podria representar a la cdmara de escape de un cohete.
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Figura 14 Lineas de corriente (lineas horizontales) en un
campo de flujo no viscoso, homogéneo.

punto en el espacio, es decir, la velocidad de flujo v en ese punto.
En un flujo estacionario el campo de flujo es estacionatio. Por
supuesto, aun en este caso, determinada particula de fluido en
particular puede incluso tener una velocidad variable al mover-
se de punto a punto del campo. El campo oftrece algunas de las
propiedades del flujo, y podemos usarlo para deducir el com-
portamiento de las particulas en movimiento.*

Una masa de fluido puede siempre, al fluir, dividirse en tubos
de flujo. Cuando el flujo es estacionario, los tubos permanecen
sin cambiar de forma, y el fluido que ya estd en un tubo
permanece a partir de entonces adentro del mismo tubo. Hemos
visto que la velocidad del flujo dentro de un tubo de flujo es
paralela al tubo y tiene una magnitud inversamente proporcio-
nal al 4rea de la seccion transversal (Ec. 2). Asignemos seccio-
nes transversales a los tubos de modo que la constante de
proporcionalidad sea la misma para todos ellos; de ser posible
tomaremos a esta constante como la unidad. Es decir, el flujo
volumétrico es el mismo para todos los tubos, es decir, un
flujo unitario. Entonces la magnitud de la velocidad de flujo
puede ser determinada a partir de las areas de las secciones
transversales de los tubos de flujo. Existe otro procedimiento
equivalente a éste que consiste en colocar un area unitaria
perpendicular a la direccién de flujo y trazar a través de él tantas
lineas de corriente como el nimero de unidades de magnitud de
la velocidad en ese punto.

Consideremos algunos ejemplos de campos de flujo. Para
propésitos de trazo tomaremos en cuenta inicamente dos ejem-
plos bidimensionales. En ellos, 1a velocidad de flujo es la misma
en todos los puntos de una linea perpendicular al plano en
cualquier punto.

En la figura 14 hemos trazado un campo de flujo homogéneo,
igual que el que podtia existir en el flujo estacionario, no
viscoso de un liquido por un tubo con paredes interiores lisas.
Aqui todas las lineas de corriente son paralelas, y la velocidad
de flujo v es la misma en todos los puntos.

En la figura 15 mostramos un campo de flujo rotatorio
uniforme, tal como el que se produciria haciendo girar a una
cubeta de agua sobre una mesa giratoria (véase el problema 29,
capitulo 17). Aqui v es proporcional a r, porque la velocidad
angular @ es constante. En la figura 16 trazamos el campo de
flujo de un torbellino (o remolino), tal como el que podria
obtenerse al destapar una bafiera llena de agua. En este caso v
es propotrcional a 1/r, porque el impetu angular L = nivr es

* Si el flujo es no rotatorio al mismo tiempo que estacionario,
lo denominamos flujo potencial. Entonces, la velocidad de
flujo v puede ser relacionada con un potencial de velocidad v,
del mismo modo que, en la gravitacion, g puede ser relacionada
con el potencial gravitatorio V (véase la seccién 16-7). De aqui
que un campo vectorial para el flujo potencial sea analogo a un
campo de una fuerza conservativa.

Seccion 18-5 Campos de flujo (Opcional)
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Figura 15 (@) Campo de flujo rotatorio uniforme. (b)
Variacién de la velocidad del fluido a partir del centro.

©
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Figura 16 (a) Campo de flujo de un torbellino. (b)
Variacién de la velocidad del fluido a partir del centro.



452 Capitulo 18 Dindmica de los fluidos

)

Figura 17 (a) Flujo de una fuente lineal. (b) Mapa del flujo
del fluido a partir de una fuente lineal. El mapa se forma
permitiendo que el agua fluya entre una capa horizontal de
vidrio laminado y una capa horizontal de yeso. El agua pasa
por un orificio en el centro y sale fluyendo hacia los bordes.
La direccion del flujo se hace visible rociando al yeso con
cristales de permanganato de potasio, el cual se disuelve en el
agua y la tifie de color pirpura. El mapa del flujo del fluido
fue elaborado y fotografiado por el profesor A. D. Moore en
la Universidad de Michigan y esta tomado de Introduction to
Electric Fields, por W. E. Rogers (McGraw-Hill, 1954).

constante, y el flujo es no rotatorio (véase el problema 36).
Notese que tanto la rotacidn uniforme como el movimiento de
un torbellino se representan con lineas de corriente circulares
pero son clases de flujo por completo diferentes. Obviamente,
las formas de las lineas de la cotriente dan sélo una informacién
limitada; es necesario conocer también su espaciamiento.

La figura 17 representa el campo de flujo de una fuente.
Todas las lineas de cortiente se dirigen hacia afuera en forma
radial. La fuente es una linea que pasa por el centro perpendi-
cular al papel. La intensidad de una fuente se especifica dando
la masa por la unidad de tiempo de emision. El campo de flujo
alrededor de un sumidero lineal esel mismo que el de una fuente
excepto por el signo del flujo, que se dirige radialmente hacia
adentro.

Figura 18 (a) Flujo bipolar lineal, cuya fuente se halla a la
izquierda; el sumidero esta a la detecha. (b) Mapa del flujo
del fluido en un bipolo lineal, construide como se desctibe
para la figura 17.

En una fuente lineal y en un sumidero lineal que tengan las
mismas fuerzas y estén ligeramente separados, obtenemos el
campo combinado llamado flujo bipolar lineal, que se muestra
en la figura 18.

Segiin veremos mas adelante, el campo electrostatico, el
campo magnético, y el campo de flujo de una corriente eléctrica
son también campos vectoriales. En este aspecto, el campo
homogeéneo (Fig. 14) cotresponde al campo eléctrico de un
condensador (o capacitor) plano, el campo de la fuente o el
campo del sumidero (Fig. 17) corresponden al campo eléctrico
de un condensador cilindrico o a un alambre recto de carga
positiva o negativa, respectivamente, y el campo bipolar lineal
(Fig. 18) corresponde al campo eléctrico de dos alambres opues-
tamente cargados. En todos ellos el campo de flujo es un flujo
potencial, y los campos eléctricos son conservativos.

El campo homogéneo de la figura 14 representa también
al campo magnético dentro de un solenoide. El campo verti-
ginoso de la figura 16 representa al campo magnético alrededor
de un alambre recto portador de corriente. Este 1iltimo es un
ejemplo de campo que es rotatorio (respecto al eje del verti-
ginoso).

A causa de estas analogias entre el campo fluido y el electro-
magnético, a menudo podemos determinar un campo de flujo
dificil de calcular por los métodos matematicos actuales, por



Seccion 18-6 Viscosidad, turbulencia, y flujo cadtico (Opcional) 453

Figura 19 Un fluido viscoso llena el espacio entre dos
placas planas separadas por una distancia D. La placa inferior
esta en reposo y la placa superior se mueve hacia la derecha
con una fuerza constante F. La velocidad de cada capa de
fluido disminuye uniformemente desde la placa superior
hasta la placa inferior.

medio de mediciones experimentales en aparatos eléctricos
apropiados.

Como hemos visto a lo largo de este capitulo, las ideas basicas
del campo y los principios de consetrvacion hallan aplicacién en
muchas areas de la fisica, y nos encontraremos con ellos muchas
veces mas todavia. ®

18-6 VISCOSIDAD, TURBULENCIA,
Y FLUJO CAOTICO (Opcional)

La viscosidad en el flujo de los fluidos es similar a la friccion
en el movimiento de los cuerpos solidos. Al deslizar a un cuerpo
sélido sobre otro, debemos proporcionar una fuerza externa F
que se oponga a la fuerza de rozamiento f si queremos mante-
ner al cuerpo en movimiento a velocidad constante. En el caso
del movimiento de los fluidos podemos considerar a un fluido
entre dos placas paralelas, como se ilustra en la figura 19. Una
fuerza F estd aplicada a la placa superior, de modo que esté en
movimiento a velocidad constante v respecto a la placa infe-
tior, la cual suponemos estd en reposo. La fuerza F se opone al
arrastre viscoso de la placa superior para mantener constante su
velocidad.

Podemos imaginar que el fluido esta dividido en capas para-
lelas a las placas. La viscosidad actia no solamente entre el
fluido y la placa superior, sino entre cada capa de fluido y sobre
las capas adyacentes. La velocidad de cada capa difiere en una

TABLA 1 VISCOSIDAD DE UNA SELECCION

DE FLUIDOS
Fluido n(N * s/m?)
Glicerina (20° C) 1.5
Aceite para motores' (0° C) 0.11
Aceite para mototes' (20° C) 0.03
Sangre (37° C) 4.0%10°
Agua (20°C) 1.0x 107
Agua (90° C) 0.32 x 107
Gasolina (20° C) 29x%x10*
Aire (20° C) 1.8 % 10°
CO,(20° C) 1.5 % 10°

' Peso medio (S.A.E. 30).

Figura 20 El fluido fluye por un tubo cilindrico de radio R.
Se muestra la variacion en la velocidad desde la pared hasta
el centro.

cantidad dv de la velocidad de la que esta bajo ella. El flujo del
fluido en el que la velocidad varia capa a capa se denomina flujo
estacionario. En esta exposicion, suponemos que la capa de
fluido mas alta tiene la misma velocidad v que la placa de arriba
y que la capa de fluido del fondo tiene la misma velocidad que
la placa del fondo, es decir, cero.

Por analogia con el esfuerzo cortante aplicado a los solidos
(Sec. 14-5), podemos definir que el esfuerzo cortante sobre el
fluido es F/A, donde A es el drea de la capa de fluido. Un sdlido
puede responder a este esfuerzo cortante con un cambio en su
forma (la deformacidn al corte, la cual es un desplazamiento
lateral a través de cada capa), pero un fluido responde mediante
el movimiento, o sea, mediante un cambio de velocidad dv a
través de cada capa de espesor dy. La razon entre el esfuerzo y
la deformacion en el fluido se llama coeficiente de viscosidad
n (letra griega eta) del fluido:

_ F/A
dv/dy ’

n (16)
Segtin nuestra hipdtesis de que la capa superior se mueve a
velocidad vy que la capa del fondo lo hace a v = 0, el gradiente
de velocidad dv|dy es simplemente v. donde D es el espacia-
miento entre las dos placas. Asi,

n=—==" (17)

La unidad SIde la viscosidad es el N - s/fm’. La unidad cegesimal
equivalente es la dina - s/cm?, llamada poise. (La unidad recibe
el nombre en memoria del fisiclogo francés Jean-Louis-Marie
Poiseuille, quien fue el primero en investigar el flujo de los
fluidos viscosos por de tubos, como una ayuda para entender la
citculacién de la sangre.) Al comparat estas unidades vemos
que 1 poise = 0.1 N - s/m® La tabla 1 muestra algunos valores
tipicos de la viscosidad de los fluidos.

Una aplicacion préctica de la viscosidad tiene lugar en el flujo
de fluidos en tuberias cilindricas. El flujo es de nuevo estacio-
nario, pero en este caso las capas del fluido son cilindros de
paredes delgadas de radios diversos. La velocidad del flujo varia
con el radio; su valor maximo se da en el eje y su valor minimo,
que suponemos es cero, en las paredes (Fig. 20). Notese que el
flujo ilustrado en la figura 20 es rotatotio, aunque los elementos
del fluido viajen en linea recta. Si colocdsemos una pequefia
rueda de paletas en cualquier parte del flujo, excepto a lo largo
de la linea de corriente central, se pondria a girar debido a la
variacion en la velocidad de las particulas fluidas que inciden
en sus paletas.

En el caso de un tubo cilindrico, como se muestra en la figura
20, la variacion de la velocidad con la posicion a lo largo del
tubo no es lineal. Suponiendo, una vez mas, que la capa cercana
a las paredes esté en reposo, puede demostrarse que la velocidad
en el cuerpo cilindrico de radio r es (véase el problema 41)
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r2
v=vo(1—7(;), (18)
donde v, es la velocidad en el centro del tubo. En términos de
la diferencia de presién A p a largo de la longitud L del tubo, la
velocidad central es
_ApR?

0= L

19)

Al considerar el flujo en cada cuerpo cilindtico delgado, pode-
mos demostrar (véase el problema 42) que el flujo de masa total
dm/dt (1a masa del fluido que fluye por el tubo por unidad de
tiempo) es
4
dm _ pnR* Ap 20)
at 8nL

Este resultado se conoce como la ley de Poiseuille. Conociendo
el coeficiente de viscosidad del fluido, podemos entonces de-
terminar la diferencia de presion que debe proveer un agente
externo (una bomba, quizds) para mantener determinado flujo
de masa en el tubo. En forma equivalente, si forzamos al fluido
a lo largo de un tubo con una diferencia de presién conocida, la
medicién del flujo de masa nos permite determinar el coeficien-
te de viscosidad del fluido.

La viscosidad en los liquidos se origina por las fuerzas de
cohesion intermoleculares. Al aumentar la temperatura, el coe-
ficiente de viscosidad de un liquido disminuye, porque la enet-
gia cinética creciente de las moléculas debilita el efecto de las
fuerzas intermoleculares. Al contrario, en los gases la viscosi-
dad aumenta con el aumento de la temperatura, porque las
propias moléculas pueden desplazatse entre las capas. A tem-
peraturas mas elevadas, existe mas movimiento molecular y por
lo tanto mds mezclado. Sin embargo, nétese que en un tubo
existen siempre mds moléculas lentas cetrca de las paredes que
moléculas rapidas cerca del eje central, de modo que mayor
mezcla significa siempre mas moléculas lentas que se mueven
hacia el eje e impiden el movimiento de las moléculas que se
mueven mds rapidamente. (El efecto es parecido al del trafico
lento cuando se mezcla en el carril répido de una catretera.)

Problema muestra 3 Por un tubo de seccidn transversal cir-
cular se bombea aceite de castor, el cual tiene una densidad
de 0.96 x 10° kg/m’ a la temperatura ambiente, por medio de
una bomba que mantiene una presién de medicién de 950 Pa.
El tubo tiene un didmetro de 2.6 cm y una longitud de 65 cm.
El aceite de castor que sale por el extremo libre del tubo a la
presion atmosférica se junta en un recipiente. Después de 90 s,
se ha juntado un total de 1.23 kg. ;Cual es el coeficiente de
viscosidad del aceite de castor a esta temperatura?

Solucion El flujo de masa es

dm _ 123 kg
dt 90 s

El coeficiente de viscosidad puede obtenerse ahora directamen-
te de la ecuacion 20 si resolvemos primero para 7, que nos da

=0.0137 kg/s.

_ pRR* Ap _ (0.96 X 10* kg/m*n(0.013 m)*©950 Pa)
= 3 dmjd)L 8(0.0137 kg /s)(0.65 m)
=1.15N-s/m2

Figura 21 El humo que asciende tiene primeramente un
flujo estacionatio, pero no tarda en convertirse en turbulento.

Los aceites pesados tienen tipicamente viscosidades dentro de
este margen.

Turbulencia

Después de elevarse a corta distancia, la columna suave de
humo de un cigarrillo se fragmenta en un patron irregular y en
apariencia caprichoso (Fig. 21). De modo similar, una corriente
de fluido que pase a través de un obsticulo se rompe en remo-
linos y torbellinos (Fig. 22), que dan al flujo componentes de
velocidad irregulares transversales a la direccién del flujo. Un
ejemplo de este caso es el ondear de una bandera al viento: si el
flujo de aire fuese estacionario, la bandera ocuparia una posi-
cion fija a lo largo de las lineas de corriente, pero el asta rompe
el flujo en un patrén irregular parecido al de la figura 22, que
da origen al movimiento de aleteo transversal de la bandera.
Estos son ejemplos de un flujo turbulento del fluido. Otros
ejemplos incluyen las estelas dejadas en el agua por el movi-
miento de los buques y en el aire por el movimiento de los
automoviles y de los aeroplanos. Los sonidos producidos por el
silbido y por los instrumentos de viento son consecuencia del
flujo turbulento del aire.

En un fluido viscoso, el flujo a baja velocidad puede descti-
birse como estacionario, lo cual sugiere que las capas se deslizan
suavemente una sobre otra. Cuando la velocidad del flujo es
suficientemente grande, el movimiento se vuelve desordenado
e irregular; esto es el flujo turbulento. Una analogia de la
mecanica es un bloque empujado a lo largo de una superficie
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Figura 22 El fluido que corre de izquierda a derecha luego
de pasar un obstaculo cilindrico claramente sufre un cambio
de estacionario a turbulento. Nétense los remolinos y
torbellinos que se forman cotriente abajo a partir del
obstaculo.

rugosa. Si la fuetza de friccion es pequefia, el bloque se deslizara
por la superficie si la fuerza aplicada F es por lo menos tan
grande como la fuerza de friccion f. Si la fuerza de friccién
fuese mayot, la fuerza aplicada F debera también ser mayor,
llegando a ser al final lo suficientemente grande como para
volcar el bloque. La volcadura del bloque es la analogia de la
transicion del flujo estacionario al flujo turbulento.

Podemos determinar la velocidad critica a la cual el flujo se
convierte en turbulento por medio de un analisis dimensional.
Hagamos que v, represente la velocidad critica, la cual consi-
deramos que sea un promedio en el tubo porque, como lo sugiere
la figura 20, la velocidad varia en la seccion transversal del tubo.
Esperamos que esta velocidad critica dependa de la viscosidad
1y deladensidad pdel fluido y del diametro D del tubo. Usando
nuestra técnica usual de analisis dimensional, procedemos co-
mo sigue:

v, o ﬂaprc
(o] = [7°1[p"1LD°]

LT ! = (ML T~ ")4ML 3Ly,
donde las dimensiones de la viscosidad han sido obtenidas a
partir de sus unidades de N - s/m’. Resolviendo, obtenemos

a=1, b=—1, c=—1.
Entonces, la velocidad critica puede escribirse:

n

UC x pD b4

o, introduciendo una constante de proporcionalidad R,

—r 1
v=R-L. @1

La constante sin dimension R se denomina niimero de Reynolds.
Resolviendo la ecuacion 21 para R, podemos escribir el mimero
de Reynolds para cualquier velocidad del flujo v como:

_ oD
D

R (22)

Fluido

Figura 23 Aparato experimental para medir la viscosidad
de los fluidos. El fluido se coloca entre los dos cilindros,
estando fijo el cilindro exterior y girando el cilindro interior a
una velocidad angular . La torca necesaria para hacer girar
al cilindro interior a esta velocidad angular estd determinada
por la viscosidad del fluido.

En esta interpretacion, el numero de Reynolds puede utilizarse
para caracterizar a cualquier flujo, y podemos determinar por
experimentacion el valor del nimero de Reynolds para el cual
el flujo se convierte en turbulento.

En tubos cilindricos, el mimero de Reynolds que cotrespon-
den a la velocidad critica es de alrededor de 2000. Asi, para el
agua que fluya por una tuberia de 2 cm de didametro (la tipica
manguera de jardin casera, por ejemplo), la velocidad critica es

1 X 1073 N-s/m?
(10° kg/m*)(0.02 m)

Esta es una velocidad bastante baja, lo cual sugiere que el flujo
del agua es turbulento en una tuberia doméstica ordinaria. (La
velocidad de flujo de un grifo doméstico tipico es de alrededor
de 1 m/s.)

Nétese de la ecnacién 21 que la velocidad de flujo critica
aumenta con la viscosidad. Esto es, cuanto mas grande sea el
rozamiento viscoso ejetcido por el fluido circundante, con mas
probabilidad el flujo sera estacionario.

v, = 2000 =0.1 m/s= 10 cm/s.

Flujo cadtico

La geometria de la figura 19 no es particularmente conveniente
para medir la viscosidad. La figura 23 muestra un dispositivo
mas conveniente. El espacio entre cilindros coaxiales esta lleno
con el fluido cuya viscosidad estd por determinatse. Se hace que
el cilindro intetior gire, mientras se mantiene fijo al cilindro
exteriot. Puede determinatse la viscosidad del fluido a partir de
la fuerza necesaria para mantener girando al cilindro interior a
una velocidad constante.

Para velocidades rotatorias pequenas, el flujo en la figura 23
sera estacionario y laminar. Al aumentar la velocidad rotatoria
del cilindro interior, el flujo acaba por ser turbulento. Podemos
obsetvar que la transicién de flujo estacionario a flujo turbulen-
to se lleva a cabo de manera ordenada. La figura 24 muestra dos
etapas intermedias. Primeramente el fluido forma torbellinos
toroidales (un poco similar a un montén de donas apiladas) y
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(b

luego se manifiesta con un patrén de ondas de frecuencia
definida que se superpone a los torbellinos. Al continuar cre-

Figura 24  Cuando la velocidad del fluido en el aparato de
la figura 23 excede a la velocidad ctitica, el flujo se vuelve
inestable y se rompe en (a) torbellinos toroidales y luego en
(b) ondas sobreimpuestas a los torbellinos.

ciendo la velocidad de rotacién, aparecen ondas con nuevas
frecuencias. Podemos imaginar que el flujo turbulento es la
ampliacién de este movimiento que incluye tantas componentes
de frecuencia que parece que el movimiento se vuelve comple-
tamente desordenado y confuso (algo asi como el ruido electré-
nico). Puede existir una estructura periédica subyacente, pero
es demasjado compleja para seguitla.

La teoria del caos (véase la Secc. 6-9) adquiere un enfoque
diferente para explicar el surgimiento de la turbulencia. El
movimiento turbulento que resulta de la teoria del caos es
verdaderamente aperiddico, no simplemente la combinacién de
un gran nimero de movimientos periédicos. Existe una distin-
cion critica entre estos dos casos. Si la transicion de flujo
estacionatio a flujo turbulento tiene lugar por medio de una
sucesion de movimientos petiddicos ordenados, entonces dos
particulas de fluido que se muevan en forma parecida en el flujo
estacionario permanecetan en estados de movimiento trelacio-
nados intimamente durante la transicién al flujo turbulento. Sin
embargo, si la condicion intermedia puede describirse como
cadtica, entonces el movimiento deja de ser susceptible de
prediccién y las dos particulas pueden hallatse en el flujo
turbulento en estados de movimiento muy diferentes. La teoria
del caos, aplicable a una amplia variedad de sistemas fisicos,
propotciona una base tedrica alterna para entender sistemas
complejos como el movimiento turbulento de los fluidos. =

PREGUNTAS

1. Describa brevemente lo que significa cada uno de los
conceptos siguientes e ilistrelos con un ejemplo: (a) flujo
de fluido estacionario; (b) flujo de fluido no estacionario;
{¢) flujo de fluido rotatorio; (d) flujo de fluido no rotato-
rio; (e) flujo de fluido compresible; (f) flujo de fluido
incompresible; (g) flujo de fluido viscoso; (k) flujo de
fluido no viscoso.

2. Explique las variaciones de presion de la sangre al circular
por el organismo.

3. Expliquer como mide un médico la presion sanguinea.

4. En el flujo estacionario, el vector de la velocidad es cons-
tante en cualquier punto. ;Puede existir entonces un mo-
vimiento acelerado de las particulas del fluido? Explique.

5. Describa las fuetzas que actian sobre un elemento de
fluido al correr por una tuberia de seccidn transversal no
uniforme.

6. Enuna demostracion en el aula, una pelota de ping pong se
mantiene en el aire por medio de un chorro vertical de aire.
¢Es el equilibrio estable, inestable, o neutro? Explique.

7. La altura del liquido en los tubos detechos de la figura 25
indica que la presién disminuye a lo largo del conducto,

aun cuando €ste tenga una seccion transversal uniforme y
el liquido que fluye sea incompresible. Explique.

Figura 25 Pregunta 7.

8. Explique por qué una chimenea mds alta crea un mejor
tiro para extraer el humo fuera del hogar. ;Por qué no se
extiende el humo en el recinto en que se halla el fuego?

9. (a) Explique cémo puede hacer un lanzador de béisbol que
la bola se curve a su derecha o a su izquierda. (Podemos
justificarlo aplicando la ecuacién de Bernioulli a una bola
que gire asi? (Véase “Bernoulli and Newton in Fluid
Mechanics”, por Norman F. Smith, The Physics Teacher,
noviembre de 1972, pag. 451.) (b) ;Por qué es mas facil



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22,

23.

24.

lograr una curva con una pelota de tenis que con una bola
de béisbol?

No solamente puede hacerse que una bola de superficie
rugosa se curve al lanzatla sino también una bola lisa, pero
estas bolas se cutvaran en direcciones opuestas. ;Por qué?
(Véase “Effect of Spin and Speed on the Curve of a
Baseball and the Magnus Effect for Smooth Spheres”, por
Lyman J. Briggs, AmericanJournal of Physics, noviembre
de 1959, pag. 589.)

Dos lanchas de remos que se mueven paralelamente entre
si y en la misma direccién son arrastradas una hacia la otra.
Dos automéviles que se muevan paralelamente también
son arrastrados entre si. Explique tal fenomeno con base
en la ecuacion de Bernoulli.

Al construir los “rascacielos”, jqué fuerzas producidas
por el movimiento del aire deben ser contrarrestadas?
,Como se hace esto? (Véase “The Wind Bracing of Buil-
dings”, por Carl W. Condit, Scientific American, febrero
de 1974, pag. 92.)

Explique, mediante la ecuacion de Bernoulli, la accion de
un paracaidas para retardar la caida libre.

(Por qué se vuelve mds angosta la corriente de agua al salir
por un grifo?

;Puede usted explicar por qué el agua fluye en cortiente
continua cuando corre por un tubo vertical hacia abajo,
mientras que se divide en gotas al caer libremente?
Como trabaja la descarga de un excusado? En la realidad.
(Véase Flushed with Pride: The Story of Thomas Crap-
per , por W. Reyburn, Prentice-Hall, Englewood Cliffs,
N.J., 1969.)

A veces, es posible sacar una carta del sobre cortando una
tira delgada del lado estrecho, sujetandolo firmemente, y
soplando hacia él. Explique, empleando la ecuacién de
Bernoulli, por qué tiene éxito este procedimiento.

;Setia mejor que un aeroplano al despegar se moviese
contra el viento o con el viento? ;Y al aterrizar?
Explique cémo depende la diferencia de presion entre las
supetficies baja y alta del ala de un aeroplano de la altitud
del plano que se mueve.

La acumulacion de hielo en el ala de un aeroplano puede
reducir significativamente su fuerza ascensional. Expli-
que. (El peso del hielo no es lo que aqui importa.)
(Cémo es que un aeroplano puede volar “panza” arriba?

“La forma de platano caracteristica de la mayoria de los
bumerangs no tiene mucho que ver con su capacidad de
retorno... La cuestion esencial consiste en la seccion
transversal de los brazos, la cual debe ser mas convexa
en un lado que en el otro, como en el petfil del ala de
un aeroplano. (De “The Aerodynamics of Boomerangs”,
por Felix Hess, Scientific American, noviembre de 1968,
pag. 124.) Explique.

;Como se impulsan los pajaros para remontar el vuelo?
(Véase “The Soaring Flight of Birds”, por C. D. Cone, Jr.,
Scientific American, abril de 1962, pag. 130.)

(Por qué aparece el factor “2” en lugar del factor “17? Uno
podria ingenuamente esperar que el empuje fuera simple-
mente la diferencia de presion multiplicada por el drea,
esto es, A,(p - po)-

Preguntas 457

25. Explique por qué el efecto destructivo de un tornado es

26.

27.

28.

mayor cerca del centro de la perturbacion que cerca del
borde.

Cuando se retira el tapén de una tina llena, el agua se cuela
por el orificio mientras forma un pequefio remolino. La
velocidad angular de un elemento de fluido en torno a un
eje vertical que pase por el orificio parece ser més grande
cerca del orificio. Explique.

(Es verdad que en las bafieras situadas en el hemisferio
norte el agua se drena con una rotacion en sentido antiho-
rario y en las del hemisferio sur lo hacen en sentido
horario? De ser asi, explique y prediga lo que pasaria en
el ecuador. (Véase “Bath-Tub Vortex”, por Ascher H.
Shapiro, Nature, diciembre 15, 1962, pag. 1080.)
Explique por qué no es posible tetitar el filtro de papel del
embudo de la figura 26 soplando por el extremo angosto.

Figura 26 Pregunta 28.

29.

30.

31

32.
33.

34,

3s.

De acuerdo con la ecuacion de Bernoulli, un aumento de
velocidad debe estar asociado a una disminucion de la
presion. Sin embargo, cuando ponemos la mano fuera
de la ventanilla de un automdvil en movimiento, aumen-
tando la velocidad a la cual fluye el aire, sentimos un
aumento de presioén. ;Por qué no es esto una violacién de
la ecuacion de Bernoulli?

(Por qué la presencia de la atmosfera reduce el alcance
maximo de ciertos objetos (por ejemplo, las pelotas de
tenis) pero aumenta el alcance maximo de otros (por
ejemplo, los discos voladores o las pelotas de golf)?

Un disco puede llegar mds lejos lanzado contra un viento
de 25 mi/h que a favor del viento. ;Cual es la explicacion?
(Sugerencia: Piense en la fuetza ascensional dinamica y
en el arrastre.)

Explique por qué las pelotas de golf tienen hoyuelos.
Cuanto mas largo sea el tablon y haya menos profundidad
en el agua, mas lejos se deslizara una tabla para flotar
sobre las olas (surf board). Explique. (Véase “The Surf
Skimmer”, por R. D. Edge, American Journal of Physics,
Julio de 1968, pag. 630.)

Si se vierte de una tetera, el agua tiene una tendencia a salir
alo largo del borde inferior de la boca de salida. Explique.
(Véase “The Teapot Effect... a Problem)”, por Markus
Reiner, Physics Today, septiembre de 1956, pag. 16.)
Las marmotas viven en colonias grandes en sistemas
complejos de madrigueras interconectadas. Encaran el
problema de mantenet en sus madrigueras un abasteci-
miento de aire suficiente para evitar la asfixia. La evitan
construyendo monticulos cénicos de tietra sobre algunas
de sus muchas aberturas de madriguera. En términos de la
ecuacion de Bernoulli, ;cémo trabaja este esquema de aire
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36.

acondicionado? Obsérvese que, debido a las fuerzas vis-
cosas, la velocidad del viento en la pradera estd menos
cerca del nivel del suelo de lo que lo estd incluso a unas
cuantas pulgadas mas atriba. (Véase New Scientist, eneto
27,1972, pag. 191.)

La viscosidad es un ejemplo de un fenémeno de transpor-
te. ; Qué propiedad esta siendo transportada? ; Puede usted
penisar en otros fendmenos de transporte y en sus propie-
dades correspondientes?

37.

38.

39.

En tiempo de frio, ;por qué recomiendan los fabricantes
de automéviles emplear aceites “multigrado” (multivisco-
sidad) para el motor?

(Por qué es mas importante tener en cuenta la viscosidad
en un fluido que circula por un conducto angosto que en
un conducto relativamente sin restriccion?

La viscosidad puede tetrasar la presencia de turbulencia
en el flujo de los fluidos; es decir, tiende a estabilizar el
flujo. Considere el jarabe y el agua, por ejemplo, y encuen-
tre una explicacion aceptable.

PROBLEMAS

Seccion 18-2 Trayectoria de una corriente y la ecuacién

1.

de continuidad

Un tubo de 34.5 cm de didmetro conduce agua que circula
a razon de 2.62 m/s. ;Cuénto tiempo le tomara descargar
1600 m® de agua?

Una manguera de jardin que tiene un didmetro interno de
0.75 in estd conectada a un aspersor que consta simple-
mente de un accesotio con 24 orificios, cada uno de
0.050 in de didmetro. Si el agua de la manguera tiene una
velocidad de 3.5 ftfs, ;a qué velocidad sale por los otificios
del aspersor?

- Lafigura 27 muestra la confluencia de dos corrientes que

forman un rio. Una corriente tiene una anchura de 8.2 m,
una profundidad de 3.4 m, y una velocidad de 2.3 m/s. La
otra corriente tiene 6.8 m de anchura, 3.2 m de profundi-
dad, y fluye a razén de 2.6 m/s. La anchura del rio es de
10.7m y la velocidad de su cortiente es de 2.9 m/s. ;Cual
es su profundidad?

Figura 27 Problema 3.

4.

Se bombea continuamente agua que se extrae de un sétano
inundado con una velocidad de 5.30 m/s por medio de una
manguera uniforme de 9.70 mm de radio. La manguera
pasa por una ventana situada a 2.90 m sobre el nivel del
agua. ;Cuanta potencia proporciona la bomba?

Un rio de 21 m de anchura y 4.3 m de profundidad irriga
una superficie de 8500 km? donde la precipitacién (plu-

vial) promedio es de 48 cm/afio. Una cuarta parte de ésta
regresa posteriormente a la atmdsfera por evaporacion,
pero el resto corre finalmente por el rio. ;Cudl es la
velocidad promedio de la corriente del rio?

Las corrientes de las mareas en los canales angostos que
unen a las bahias costeras con el océano pueden ser muy
rapidas. El agua debe fluir hacia la bahia al elevarse la
marea y salir de nuevo al mar durante la bajamar. Consi-
dere la bahia rectangular mostrada en la figura 28a. La
bahia estd unida al mar por medio de un canal de 190 m
de anchura y 6.5 m de profundidad respecto al nivel medio
del mar. La grafica (figura 28b) muestra la variacion
diurna del nivel del agua en la bahia. Calcule la velocidad
promedio de la corriente de las mareas en el canal.

Seccion 18-3 La ecuacion de Bernoulli

7.

10.

(Cuanto trabajo efectia la presion al bombear 1.4 m® de
agua por un tubo de 13 mm de didmetro interno si la
diferencia de presién entre los extremos del tubo es de 1.2
atm?

La toma de agua de una presa (véase la Fig. 29) tiene un
drea de seccion transversal de 7.60 ft>. El agua fluye en
ellaauna velocidad de 1.33 ft/s. En la planta de generacion
que esta situada a 572 ft abajo del punto de toma, el agua
fluye a razon de 31 ft/s. (a) Halle la diferencia de presion,
en Ib/in?, entre la toma y la descarga. (b) Halle el drea del
tubo de descarga. La densidad promedio del agua es de
62.4 1b/ft’.

A veces, se prueban modelos de torpedos en un tubo
horizontal por el que fluye el agua, muy similar al tinel
de viento que se emplea para probar modelos de aeropla-
nos. Considere un tubo circular de 25.5 cm de digmetro
interno y un modelo de torpedo, alineado a lo largo del eje
del tubo, con un didmetro de 4.80 cm. El torpedo va a ser
probado con agua que circula a razén de 2.76 m/s. (a) (A
qué velocidad debera fluir el agua en la parte no reducida
del tubo? (b) Halle la diferencia de presion entre la parte
no reducida y la parte reducida del tubo.

Por una tuberia con un 4rea de la seccion transversal de
4.20 cm’ circula el agua a una velocidad de 5.18 m/s. El
agua desciende gradualmente 9.66 m mientras que el area
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11.

12.

13.

14.

Problema 8.

del tubo aumenta en 7.60 cm>. (@) ;Cual es la velocidad del
flujoenel nivel inferior? (b) La presion en el nivel superior
es de 152 kPa; halle la presion en el nivel inferior.
Supongase que dos tanques, 1y 2, cada uno con una gran
abertura en la parte superior, contienen liquidos diferen-
tes. Se practica un pequeno orificio en el costado de cada
tanque a la misma profundidad & debajo de la superficie
del liquido, pero el orificio del tanque 1 tiene la mitad del
area de seccion transversal que tiene el orificio del tanque
2. (@) ;Cual es la razén p,/p, de las densidades de los
fluidos si se observa que el flujo de masa es el mismo a
través de los dos orificios? (b) ;Cual es la razén de
los flujos volumétricos de los dos tanques? (¢) Se desea
igualar los dos flujos anadiendo o drenando fluido en el
tanque 2. ;Cual seria la nueva altura del fluido sobre
el orificio del tanque 2 para hacer que la cantidad de flujo
en el tanque 2 sea igual a la del tanque 1?

Durante un huracdn esta soplando aire (densidad = 1.2
kg/m®) sobre el tejado de una casa a una velocidad de
110 km/h. (a) {Cual es la diferencia de presion entre el
interior y el exterior que tiende a levantar el tejado? (b)
(Cual seria la fuerza ascensional en un tejado de 93 m? de
area?

Las ventanas de un edificio de oficinas tienen 4.26 m por
5.26 m. En un dia tempestuoso, el aire sopla a razén de
28.0 m/s al pasar por una ventana en el piso 53. Calcilese
la fuerza neta sobre la ventana. La densidad del aire es de
1.23 kg/m’.

Un liquido fluye por una tuberia horizontal cuyo radio
interior es de 2.52 cm. La tuberia se dobla hacia arriba
hasta una altura de 11.5 m donde se ensancha y se une con
otra tuberia horizontal de 6.14 cm de radio interior. ;Cual
debe ser el flujo volumétrico si la presion en las dos
tuberias horizontales es la misma?

Tiempo (h)

15.

459

Problemas

Figura 28 Problema 6.

La figura 30 muestra un liquido que esta siendo descarga-
do por un orificio practicado en un tanque grande y situado
a una distancia & bajo la superficie del liquido. El tanque
esta abierto por arriba. (@) Aplique la ecuacion de Bernou-
1li a una linea de corriente liquida que una a los puntos 1,
2,y 3,y demuestre que la velocidad de salida es

v=v2gh.

Esta ecuacion se conoce como la ley de Torricelli. (b) Si
el orificio estuviese curvado directamente hacia arriba, ;a
qué altura se elevaria la linea de corriente liquida? (c)
(Como afectaria al analisis la viscosidad o la turbulencia?

Figura 30 Problema 15.

16.

17.

18.

Un tanque esta lleno de agua hasta una altura H. En una
de sus paredes se taladra un orificio a una profundidad h
bajo la superficie del agua (Fig. 31). (@) Demuestre que la
distancia x desde la base de la pared hasta donde cae la
cotriente al suelo esta dada por x = 2V i(H - h). (b) Podria
taladrarse un orificio a otra profundidad de modo que esta
segunda corriente tuviese el mismo alcance? De set asi, a
qué profundidad? (¢) ;A qué profundidad deberia estar el
orificio para hacer que la corriente de salida caiga al suelo
a la distancia mdxima a partir de la base del tanque? ;Cual
es esta distancia maxima?

Un francotirador dispara una bala de rifle contra un tanque
de gasolina, haciéndole un orificio a 53.0 m bajo la supet-
ficie de la gasolina. El tanque se ha sellado y se ha
sometido a una presion absoluta de 3.10 atm, como se
muestra en la figura 32. La gasolina almacenada tiene una
densidad de 660 kg/m’. (A qué velocidad comienza la
gasolina a salir disparada pot el orificio?

Considérese un tubo en U uniforme con un diafragma en
el fondo y lleno de un liquido a alturas diferentes en cada
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tiempo en cualquier punto en particular. A menudo puede
conseguirse esta condicién a velocidades de flujo bajas;
una corriente que fluya continuamente es un ejemplo. En
el flujo no es estacionario, como en una ola grande pro-
vocada por la marea, las velocidades v son funciones del
tiempo. En el caso del flujo turbulento, tal como en los
rapidos de un rio o en una caida de agua, las velocidades
varian erraticamente de punto a punto asi como de tiempo
a tiempo.

2. El flyo de un fluido puede ser compresible o in-
compresible. Si la densidad p de un fluido es constan-
te, independiente de x, y, z, y ¢, su flujo se llama flujo
incompresible. Puede considerarse usualmente que los
liquidos fluyen incompresiblemente. Pero aun en un gas
altamente compresible la varijacion de la densidad puede
ser insignificante, y para objetos practicos podemos con-
siderar que el flujo es incompresible. Por ejemplo, al volar
a velocidades mucho menores que la velocidad del sonido
en el aire (que se describe como aerodinamica subsénica),
el flujo del aire sobre las alas es casi incompresible.

3. Elflujo de los fluidos puede ser viscoso o no viscoso.
En el movimiento de los fluidos la viscosidad es el anilo-
go de la friccién en el movimiento de los sélidos. Cuando
un fluido fluye de modo que no disipe energia por medio
de fuerzas viscosas, se dice que el fluido es no viscoso. En
muchos casos, como en problemas de lubricacién, la
viscosidad es extremadamente importante; por ejemplo,
los aceites para motor se denominan de acuerdo a su
viscosidad y a su variacion con la temperatura. En otros
casos, la viscosidad puede ser de poca importancia relati-
vamente, y al despreciarla podemos emplear una descrip-
cion mas sencilla en términos de flujo no viscoso.

4. El flujo de los fluidos puede ser rotatorio o no rota-
torio. Siun elemento del fluido en movimiento no gira en
torno a un eje que pase por el centro de masa del elemento,
se dice que el flujo es no rotatorio. Podemos imaginar a
una pequena rueda de paletas sumergida en el flujo en
movimiento (Fig. 1). Si la rueda se mueve sin girar, el
movimiento es no rotatorio; de otro modo sera rotatorio.
Notese que un elemento en particular del fluido puede
moverse en una trayectoria circular y experimentar tam-
bién un flujo no rotatorio; una analogia es el movimiento
de las gondolas colgantes de una “rueda gigante” de feria:
aun cuando la rueda gire, las personas que viajan en las
gondolas no giran respecto a sus centros de masa. El
remolino que se forma cuando el agua fluye por el drenaje
de la bafera es un ejemplo de esta clase de flujo no
rotatorio.

Para simplificar la descripcién matematica del movi-
miento de un fluido, limitaremos nuestra exposicién de
la dindmica de los fluidos en su mayor parte al flujo

/
Figural Una rueda de paletas pequefia que flota

libremente en un liquido al fluir. Si la rueda gira, llamamos al
flujo rotatorio; si no, el flujo es no rotatrorio.

estacionario, incompresible, no viscoso, no rotatorio. Sin
embargo, corremos el riesgo de que, con tantas suposi-
ciones simplificantes, ya no estemos estudiando un fluido
real. Ademds, a veces es dificil decidir si una propie-
dad determinada de un fluido (digamos, su viscosidad)
puede ser despreciada en una situacién particular. A pesar
de todo esto, el andlisis restringido que vamos a llevar a
cabo tiene una aplicacién amplia en la practica, como
veremos.

18-2 TRAYECTORIA DE UNA
CORRIENTE Y LA ECUACION
DE CONTINUIDAD

En el flujo estacionario la velocidad v en un punto dado es
constante en el tiempo. Consideremos al punto P (Fig. 2)
dentro del fluido. Puesto que v en P no cambia con el
tiempo en el flujo estacionario, cada particula de fluido
que llegue a P pasara con la misma velocidad y en la
misma direccion. El movimiento de cada particula que
pase por P sigue entonces la misma trayectoria, llamada
linea de corriente. Cada particula de fluido que pase por
P pasara mas tarde por puntos mas a lo largo de la linea
de corriente, tal como Q y R en la figura 2. Ademds, cada
particula de fluido que pase por R debe haber pasado
previamente por Py Q.

La magnitud del vector velocidad de la particula de
fluido cambiard, en general, al moverse a lo largo de la
linea de corriente. La direccién del vector de la velocidad

_P R
\\A e -
- -

ve

Figura 2 En el flujo estacionario, una particula de fluido
que pase por P traza una linea de corriente, pasando mas
tarde por los puntos Q y R corriente abajo. Cualquier otra
particula que pase por P debe seguir esta misma trayectoria.



460  Capitulo 18 Dindmica de los fluidos

Figura 31 Problema 16.
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bajo la superficie del agua, como se muestra en la figura
34. Enla salida del tubo se ha colocado un tapén. (@) Halle
la fuerza de friccion entre el tapon y las paredes del tubo.
(b) Se retira el tapon. ;Qué volumen de agua sale por el
tubo en 3.00 h?

Figura 32 Problema 17.

brazo (véase la Fig. 33). Imaginemos ahora que el diafrag-
ma se perfora de modo que el liquido fluye de izquierda a
derecha. (a) Demuestre que la aplicacion de la ecuacion
de Bernoulli a los puntos 1 y 3 conduce a una contradic-
cion. (b) Explique por qué la ecuacidn de Betnoulli no es
aplicable aqui. (Sugerencia: ;Es estacionatio el flujo?)

@ Diafragma

Figura 33 Problema 18.

19.

20.

Si una persona sopla aire a una velocidad de 15.0 m/s en
la parte superior de un lado de un tubo en U que contiene
agua, ;cudl serd la diferencia entre los niveles del agua
en los dos lados? Suponga que la densidad del aire sea de
1.20 kg/m”.

El agua dulce embolsada tras la cortina de una presa
tiene una profundidad de 15.2 m. Un tubo horizontal de
4.30 cm de didmetro pasa a través de la cortina a 6.15 m

Figura 34 Problema 20.

21. Unsifén es un aparato para extraer liquido de un recipiente

sin inclinarlo. Funciona como se muestra en la figura 35.
El tubo debe estar lleno inicialmente, pero una vez se ha
hecho esto, el liquido fluira hasta que el nivel descienda
por debajo de la abertura del tubo en A. El liquido tiene
una densidad p y una viscosidad despreciable. (a) ;A qué
velocidad sale el liquido del tubo en C? (b) ;Cual es la
presion del liquido en el punto m4s elevado B? (¢) ;Cual
es la mayor altura  posible a la que el sifon puede elevar
el agua?
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Figura 35 Problema 21.

22. (a) Considérese una corriente de fluido de densidad p con

velocidad v, que pasa repentinamente de un tubo cilindri-
co de drea de seccion transversal a, a un tubo cilindrico
mas ancho de drea de seccion transversal a, (véase la
Fig. 36). El chorro se mezclara con el fluido circundante



y, después de mezclarse, fluira casi uniformemente a una .

velocidad promedio v,. Sin referirse a los detalles del
mezclado, use argumentos del impetu para demostrar que
el aumento de presion debido al mezclado es aproximada-
mente

P2 — Py = puy() — 1y).
(b) Demuestre a partir de la ecuacion de Bernoulli que en
un tubo que se vacie gradualmente obtendriamos

P2 — D = 4p(} — v
(c) Halle la pérdida de presion debida al ensanchamiento
repentino del tubo. ;Puede usted trazar una analogia con

las colisiones elasticas e ineldsticas de 1a mecdnica de la
particula?

Figura 36 Problema 22.

23,

Una jarra contiene 15 vasos de jugo de naranja. Cuando
se abre la espita del fondo transcurren 12.0 s para llenar
de jugo un vaso. Si dejamos la espita abierta, ;cuanto
tiempo tardaran en llenarse los 14 vasos restantes hasta
agotar el jugo?

Seccion 18-4 Aplicaciones de la ecuacion de Bernoulli

24,

25.

26.

27.

y de la ecuacion de continuidad

Un tubo de Pitot esta montado en el ala de un aeroplano
para determinar la velocidad del aeroplano con relacion
al aire, el cual tiene una densidad de 1.03 kg/m’. El tu-
bo contiene alcohol e indica una diferencia de nivel de
26.2 cm. ;Cual es la velocidad del aeroplano respecto al
aire? La densidad del alcohol es de 810 kg/m’ .

Un tubo hueco tiene un disco DD adosado a su extremo
(Fig. 37). Cuando se sopla aire de densidad p por el tubo,
el disco atrae a la tarjeta CC. Sea A el drea de la tarjeta y
v la velocidad promedio del aire entre la tarjeta y el disco.
Calcule la fuerza hacia arriba resultante sobre CC. Des-
precie el peso de la tarjeta; suponga que v, <v, donde v,
es la velocidad del aite en el tubo hueco.

Una placa cuadrada de 9.10 cm de lado y 488 g de masa

esta embisagrada a lo largo de uno de los lados. Si se sopla
aire sobre la superficie superior inicamente, ;qué veloci-
dad debe tener el aire para mantener horizontal a la placa?
El aire tiene una densidad de 1.21 kg/m®.

Sobre la parte superior del ala, de 4rea A, de un aeroplano
fluye el aire a una velocidad v, y pasa por debajo del ala a
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Figura 37 Problema 25.

28.

29.

30.

31.

32.

una velocidad v,. Demuestre que la ecuacion de Bernoulli
predice que la fuerza ascensional L sobre el ala sera de

L = 4pA(? — v}),

en donde p es la densidad del aire. (Sugerencia: Apliquese
la ecuacion de Bernoulli a la linea de corriente que pasa
justo sobre la superficie superior del ala y a la linea de
cotriente que pasa justo por debajo de la superficie inferior
del ala. ;Puede usted justificar que las constantes de las
dos lineas de corriente sean iguales?)

Un aeroplano tiene un drea de ala (de cada ala) de 12.5 m>.
A cierta velocidad del aire, éste fluye sobre la superficie
superior del ala a razén de 49.8 m/s y sobre la superfi-
cie inferior del ala a 38.2 m/s. (@) Halle la masa del
aeroplano. Suponga que el aeroplano viaja a velocidad
constante y que los efectos de la fuerza ascensional aso-
ciados con el fuselaje y el conjunto de la cola son peque-
fos. Explique la fuerza ascensional si el aeroplano, que
vuela a la misma velocidad que el aire esta (b) en vuelo
nivelado; (¢) ascendiendo a 15°, y (d) descendiendo a 15°.
La densidad del aire es de 1.17 kg/m’. Véase el proble-
ma 27.

Considérese el aire estancado en el borde frontal de un ala
y el aite que circula sobre la superficie del ala a una
velocidad v. Suponga que la presion en el borde de entrada
es la atmosférica aproximadamente y halle el mayor valor
posible para v del flujo de corriente; suponga también
que el aire es incompresible y utilice la ecuacion de Ber-
noulli. Tome como densidad del aire 1.2 kg/m®. ;Como se
compara esto con la velocidad del sonido bajo estas con-
diciones (340 m/s)? ;Puede usted explicar la diferencia?
(Por qué habria de existir alguna conexién entre estas
cantidades?

Un tubo de Venturi tiene un diametro de 25.4 cm y una
garganta de 11.3 cm de didmetro. La presion del agua en
el tubo es 57.1 kPa y en la garganta es de 32.6 kPa.
Calcule el flujo volumétrico del agua a través del tubo.

Considérese el medidor Venturi de la figura 9. Aplicando
la ecuacion de Bernoulli a los puntos 1y 2, y la ecuacion
de continuidad (Ec. 3), verifique la ecuacion 11 para la
velocidad del flujo en el punto 1.

Considérese el medidor Venturi de la figura 9, que contie-
ne agua, sin el mandmetro. Sea A = 4.75a. Suponga que
la presién en el punto 1 sea 2.12 atm. (a) Calcule los
valores de ven el punto 1y de v’ en el punto 2 que harian
que la presién p’ en el punto 2 fuese igual a cero. (b)
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Calcule la cantidad de flujo volumétrico correspondiente
si el diametro en el punto 1 fuese 5.20 cm. El fenomeno
en el punto 2 cuando p’ decae a casi cero es conocido como
cavitacion. El agua se evapora en pequenas burbujas.

Seccion 18-5 Campos de flujo

33.

34,

35.

Demuestre que la constante en la ecuacion de Bernoulli es
la misma para rodas las lineas de corriente en el caso del
flujo estacionatio, no rotatorio de la figura 14.

Un campo de fuerza es conservativo si§ F - ds = 0. El
circulo del signo de la integracion significa que la integra-
cion va a ser considerada a lo largo de una curva cerrada
(un viaje redondo) en el campo. Un flujo es un flujo
potencial (y por tanto no rotatorio) si § v - ds = 0 para cada
una de las lineas cerradas en el campo. Usando este
criterio, demuestre que los campos (a) de la figura 14 y
(b) de la figura 17 son campos de flujo potencial.

Los efectos centrifugos son considerables en flujos que
estén fuertemente curvados. Considérese un elemento de
fluido que se mueva a una velocidad v alolargo de la linea
de corriente de un flujo curvo en un plano horizontal (Fig.
38). (@) Demuestre que dpfdr = pv¥fr, de modo que la
presién aumenta en una cantidad puv’/r por unidad de
distancia perpendicular a la linea de la corriente yendo del
lado concavo al lado convexo de ésta. (b) Luego, utilice
la ecuacion de Bernoulli y este resultado para demostrar
que vr es igual a una constante, de modo que las veloci-
dades aumentan hacia el centro de curvatura. De aqui que
las lineas de corriente que estén espaciadas uniformemen-
te en una tuberia recta se agrupen hacia la pared interior
del pasaje curvo y se sepaten hacia la pared exterior. Este
problema debe de compararse con el problema 29 del
capitulo 17, donde el movimiento curvo se produce al
hacer girar un recipiente. Alli la velocidad variaba direc-
tamente con r, pero aqui varia inversamente. (¢) Demues-
tre que este flujo es no rotatorio.

Centro de
curvatura

Figura 38 Problema 35.

36.

Un modelo del movimiento planetario propuesto por René
Descartes fue ampliamente aceptado antes de que Newton
propusiera su teoria de la gravitacién. En el modelo de
Descartes los planetas eran atrapados y arrastrados por un
remolino de particulas de éter centrado alrededor del Sol.

Newton demostré que este esquema de torbellino contra-
decia las observaciones porque: (a) la velocidad de una
particula de éter en el vértice varia inversamente a su
distancia al Sol; (b) el periodo de revolucién de una
particula tal varia directamente con el cuadrado de su
distancia al Sol, y (¢) este resultado contradice a la tercera
ley de Kepler. Demuestre (a), (b), y (¢).

Seccion 18-6 Viscosidad, turbulencia, y flujo cadtico

37.

La figura 39 muestra una seccion transversal de las capas
superiores de la Tierra. La superficie de la Tietra se divide
en varios bloques rigidos, llamados placas, que se deslizan
(jlentamente!) sobre una capa “fangosa” mas baja llamada
astenosfera. En la figura se relacionan las dimensiones
tipicas. Supongase que la velocidad de la placa rigida
mostrada sea v, = 48 mm/y (mm/ano), y que la base de la
astenosfera no se mueva. Calcule el esfuerzo cortante en
la base de la placa. La viscosidad del material de la
astenosfera es de 4.0 x 10% Pa - s. Ignore la curvatura de
la Tierra.

Superficie de la Tierra

Astenosfera

e

v=20

Figura 39 Problema 37.

38.

39.

40.

Calcular la mayor velocidad a la cual puede fluir la san-
gre, a 37° C, por una arteria de 3.8 mm de diametro si el
flujo ha de permanecer estacionario.

Por un tubo horizontal de 1.88 cm de radio interno
y 1.26 m de longitud fluye mercurio liquido (viscosi-
dad = 1.55 x 10° N - s/m?). El flujo volumétrico es de
5.35 x 10 L/min. (@) Demuestre que el flujo es estacio-
nario. (b) Calcule la diferencia de presion entre los dos
extremos del tubo.

En la figura 40 se muestran las lineas de corriente de
un campo de flujo de Poiseuille. El espaciamiento de las
lineas de corriente indica que aunque el movimiento es
rectilineo, existe un gradiente de velocidad en direccion
transversal. Demuestre que el flujo de Poiseuille es rota-
torio.
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Figura 40 Problema 40.



Figura 41 Problemas 41y 42.

41. Un fluido de viscosidad n fluye estacionariamente por

un tubo cilindrico horizontal de radio R y longitud L,
como se muestra en la figura 41. (@) Considere un ci-
lindro arbitrario de fluido de radio r. Demuestre que la
fuerza viscosa F debida a la capa circundante es F =
-n(2rrL)dv/dr. (b) Demuestre que la fuerza F' que empu-
jaaesecilindro de fluido a lo largo del tubo es F* = (nr?)Ap.
(¢) Utilice la condicidon de equilibrio para obtener una

42.

43.

Problemas 463

(¢) Utilice la condicion de equilibrio para obtener una
expresion para dv en términos de dr. Integre la expresion
para obtener la ecuacion 18.

Considere una vez mas el fluido que corre por el tubo
descrito en el problema 41 e ilustrado en la figura 41. Halle
una expresion para el flujo de masa por un anillo anular
entre los radios r y r + dr; luego integre este resultado para
hallar el flujo de masa total por el tubo, verificando por lo
tanto la ecuacion 20.

Se sopla una burbuja de jabon de 38.2 mim de radio por el
extremo de un tubo angosto de 11.2 cm de longitud y 1.08
mm de diametro interno. El otro extremo del tubo se halla
expuesto a la atmosfera. Halle el tiempo que tarda el radio
de la burbuja en descender a 21.6 mm. Suponga un flujo
de Poiseuille en el tubo. (Use 2.50 x 10 N/m para la
tension supetficial de la solucion de jabon; la viscosidad
del aire es de 1.80 x 10° N - s/m>.)
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Figura3 Un haz de lineas de corriente forma un tubo de
flujo.

en cualquier punto a lo largo de la linea de corriente es
siempre tangente a ella.

Dos lineas de corriente no pueden cruzarse entre si ya
que, si lo hicieran, una particula de fluido que llegue
podria seguir un camino u otro, y el flujo no podria ser
estacionario. En el flujo estacionario el patron de las lineas
de corriente no cambia con el tiempo.

En principio podemos trazar una linea de una corriente
a través de cada punto del fluido. Suponiendo un flujo
estacionario, elegimos un numero finito de lineas de co-
rriente para formar un haz, como el patrén de lineas de
corriente de la figura 3. Esta region tubular se llama tubo
de flujo. La frontera de este tubo consiste en lineas de
corriente a las cuales la velocidad de las particulas fluidas
es siempre tangente. Asi pues, ningun fluido puede cruzar
la frontera de un tubo de flujo, y el tubo se comporta un
tanto como una tuberia de la misma forma. El fluido que
entra por un extremo debe salir por el otro.

Consideremos en detalle el flujo del fluido por un tubo
de flujo como el que se muestra en la figura 4. El fluido
entra en P donde el area de la seccion transversal es 4, y
sale en Q donde el drea es A,. Sea v, la velocidad de las
particulas del fluido en Py v, la de las particulas en Q. En
el intervalo de tiempo Af un elemento de fluido recorre
aproximadamente la distancia v At. Entonces el fluido que
cruce 4, en el intervalo de tiempo At tiene un volumen de
A, v At, aproximadamente. Si su densidad en esa ubica-
cidn es p,, entonces la masa de fluido Am, que cruza por
A, es, de alrededor de

Am,=p,Av, At

El flujo de masa, definido como la masa de fluido por
unidad de tiempo que pasa por cualquier seccién transver-
sal, es entonces Am,[At = pA,v, en P, aproximadamente.
Debemos considerar que At sea lo suficientemente peque-
fio como para que en este intervalo de tiempo ni v ni A
varien en forma considerable durante la distancia que
viaja el fluido. En el limite segin At — 0, obtenemos el
resultado preciso:

flujo de masaen P=p 4,v,,

A2

A

Figura4 Un tubo de flujo que tiene un drea A, de la
seccion transversal en P, y un area A, en Q.

y, seguin un analisis similar,
flujo de masa en Q = p, A,0,,

donde p,, A,, y v, representan, respectivamente, la densi-
dad, el drea de la seccidn transversal, y la velocidad del
flujo en Q.

Hemos supuesto que el fluido entra en el tubo unica-
mente en Py sale Unicamente en Q. Esto es, entre Py Q
no existen otras “fuentes” por donde el fluido pueda entrar
al tubo ni “sumideros” por donde pueda salir. Ademads, el
flujo es estacionario, de modo que la densidad del fluido
entre Py Q no cambia con el tiempo (aun cuando pueda
cambiar de lugar a lugar). Entonces el flujo de masa en P
debe ser igual al flujo de masa en Q:

P1A 0, = prAy0,, (b

0, en términos mas generales que se refieran a cualquier
ubicacidn en el tubo de flujo,

pAv = constante. )

Este resultado expresa la ley de conservacion de la masa
en la dinamica de los fluidos.

Si el fluido es incompresible, como lo supondremos de
ahora en adelante, entonces p, = p,, y la ecuacién 1 ad-
quiere la forma mas sencilla

Ao, = A0, 3)

o, al definir que Rsea la razdn de flujo volumétrico (o flujo
volumétrico) Av,

Figura 5 La velocidad debe aumentar al estrecharse el area
de un tubo horizontal. Si no actia ninguna otra fuerza sobre
el fluido, la presién en P debe ser mayor que la presion en Q,
de modo que en direccion PQ actia una fuerza para
proporcionar la aceleracion necesaria.
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R = Av = constante. @)

Las unidades de R en el SI son m’/s. Nétese que la
ecuacion 3 predice que en el flujo estacionario incompre-
sible la velocidad del flujo varia inversamente con el area
de la seccidn transversal, siendo mayor en las partes mas
angostas del tubo.

La constancia del flujo volumétrico a lo largo de un tubo
de flujo ofrece una interpretacion grafica importante de
las lineas de la corriente, como se ve en la figura 5. En una
parte angosta del tubo, las lineas de corriente deben de
estar mas apretadas que en una parte ancha. De aqui que,
cuando la distancia entre lineas de corriente disminuya, la
rapidez del fluido debe aumentar. Por lo tanto, concluimos
que las lineas de corriente espaciadas indican regiones de
velocidad relativamente baja, y que las lineas de corriente
apretadas indican regiones de velocidad relativamente
elevada.

Podemos obtener otro resultado interesante al aplicar la
segunda ley de Newton para el movimiento al flujo del
fluido entre Py Q (Fig. 5). Una particula de fluido en P
con una velocidad v, debe ser acelerada en direccion hacia
adelante al adquirir la velocidad hacia adelante v, mas
elevada en Q. Esta aceleracion puede provenir inicamente
de una fuerza ejercida en la direccion PQ, y (si no existe
ninguna otra fuerza externa, por ejemplo, la gravedad) la
fuerza debe surgir de un cambio de la presion en el seno
del fluido. Para proporcionar esta fuerza, la presion debe
ser mayor en P que en Q. Por lo tanto, en ausencia de otras
fuentes de aceleracidn, las regiones de mayor velocidad
del fluido deben estar asociadas con presiones del fluido
mas bajas. En la seccién siguiente, trataremos mas a
fondo esta conclusion preliminar respecto a la dinamica
del fluido.

(Ha formado usted parte, alguna vez, de un “fluido
humano” en el que una muchedumbre de personas tratara
de pasar por una puerta angosta? Hacia la parte de atras
de la muchedumbre, el area de la seccion transversal es
grande, la presion es grande, pero la velocidad de avance
es bastante pequefia. Una vez atravesando la puerta, la
muchedumbre se mueve mas rapidamente: la velocidad
del flujo aumenta. Este “fluido” es compresible y viscoso,
y el flujo puede ser tanto rotatorio jcomo turbulento!

Problema muestral La figura 6 muestra cémo se angosta al
caer la corriente de agua que sale por un grifo. El drea de la
seccion transversal A; es de 1.2 cm? y la de 4 es de 0.35 cm®
Los dos niveles estan separados por una distancia vertical k (=
45 mm). ;En qué cantidad fluye el agua de la llave?

Soluciéon Partiendo de la igualdad del flujo volumétrico
(Ec. 3) tenemos
Agvy = Av,

donde v, y v son las velocidades del agua a los niveles corres-
pondientes. Partiendo de la ecuacidn 20 del capitulo 2 podemos

Figura 6 Problema muestra 1. Cuando el agna cae de una
llave, su velocidad aumenta. Como la cantidad de flujo debe
ser la misma en todas las secciones transversales, la corriente
debe volverse mas angosta al caer. (Se desprecian los efectos
asociados con la tensién supetficial.)

también escribir, puesto que cada elemento de agua estd cayen-
do libremente debido a la gravedad,

v2=0v3+ 2gh.

Eliminando a v entte estas dos ecuaciones y resolviendo pata

v,, obtenemos
b = \/ 2ghA? _ [(2)9.8 m/s2)(0.045 m)(0.35 cm?)?
° AA— 42 (1.2 cm?)? — (0.35 cm2)?
=(.286 m/s = 28.6 cm/s.
La razdn de flujo volumétrico R es entonces
R = Ay, = (1.2 cm?)(28.6 cm/s)
=34 cm’/s.

Con esta cantidad, tardariamos unos 3 s en llenar un frasco de
100 mL.

La ecuacion de continuidad (Opcional)

Las ecuaciones 2 y 4 son ejemplos de relaciones matemdticas
conocidas como ecuaciones de continuidad. Una ecuacion de
continuidad es, en efecto, una ley de conservacién de la materia.
Esta nos dice que si no existen fuentes (lugares por donde se
introduzca materia nueva) ni sumideros (lugates por donde la
materia que fluye pueda escapar), entonces la masa dm conte-
nida en cualquier volumen dV debe permanecer constante.
Hemos derivado estas ecuaciones para condiciones muy espe-
ciales; una ecuacion de continuidad mas general es

a(pv,) 4 3wy " a(pv,) Lo

ax 3y oz T O (5)

Esta ecuacion se basa en la consideracién de un volumen
arbitrario de espacio (no de fluido) dV = dx dy dz. El elemento
de volumen permanece fijo en el espacio mientras que el fluido
fluye a través de él. Los primeros tres términos, cuando se les
multiplica por dV, dan el flujo de salida neto de la masa de
fluido que proviene del volumen, en términos de sus componen-
tes de velocidad v,, v, y v, El cuarto término, de nuevo
multiplicado por dV, da la cantidad a la cual esta cambiando la



masa dentro del elemento de volumen. Cuando estos términos
suman cero, significa que cualquiet flujo de salida (o de entrada)
neto de masa debe ser compensado por un cambio equivalente
en la masa dentro del elemento. Una vez mads, esto es precisa-
mente un postulado de la consetvacion de la masa. Si el elemen-
to de volumen dV contiene fuentes o sumidetos, éstos estarian
incluidos en la ecuacién 5 haciendo al lado derecho igual a la
cantidad a la que la materia esta entrando en, o saliendo de, dV.
(Las derivadas que aparecen en la ecuacion 5 son derivadas
parciales, porque la densidad y las componentes de la velocidad
pueden ser funciones de mas de una variable).

Las ecuaciones de continuidad son comunes en fisica y
juegan un papel fundamental no solamente en la mecanica de
los fluidos, sino en cualquier materia o tema en el cual interven-
ga un flujo. Por ejemplo, en electromagnetismo consideramos
no el flujo de masa sino el flujo de carga eléctrica. Las compo-
nentes de v en la ecuacién 5 son reemplazadas por componentes
correspondientes de la cortiente eléctrica, mientras que la den-
sidad de masa es reemplazada por la densidad de carga. La
interpretacion de la ecuacion no cambia, excepto que entonces
se refiere a la conservacion de la carga eléctrica mas que a la
masa. (Véanse los capitulos 27y 32.) M

18-3 LA ECUACION DE BERNOULLI*

La ecuacion de Bernoulli, que es una relacién fundamen-
tal en la mecanica de los fluidos, no es un principio nuevo
sino que es derivable de las leyes bésicas de la mecanica
newtoniana. Hallamos conveniente derivarla del teorema
trabajo-energia (véase la Sec. 7-4), ya que es esencialmen-
te un postulado del teorema trabajo-energia para el flujo
de los fluidos.

Consideremos el flujo estacionario, incompresible, no
viscoso y no rotatorio de un fluido a lo largo de la tuberia
o tubo de flujo de la figura 7. La porcién de tuberia que
se muestra en la figura tiene una seccion transversal 4,
uniforme a la izquierda. Alli es horizontal con una eleva-
cidn y, sobre cierto nivel de referencia. Gradualmente se
ensancha y eleva, y a la derecha tiene una seccion trans-
versal A, uniforme. Alli es horizontal en una elevacion y,.
Concentrémonos en la porcién de fluido representada por
los sombreados suave e intenso y llamemos a este fluido
“e] sistema”. Consideremos luego el movimiento del sis-
tema desde la posicion mostrada en la figura 7a hasta la
mostrada en la figura 7b. En todos los puntos de la parte
angosta de la tuberia la presion es p, y la velocidad v;; en
todos los puntos de la porcion ancha la presion es p, y la
velocidad v,.

El teorema trabajo-energia (véase la Ec. 19 del capitulo
7) establece: el trabajo efectuado por la fuerza resultante

* En la Encyclopaedia Britannica (edicion undécima) figuran
ocho miembros de la familia Bernoulli. Aqui nos referimos a
Daniel Bernoulli (1700-1782), quizé el mas notable de esta
destacada familia.
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que actia sobre un sistema es igual al cambio en la energia
cinética del sistema. Enla figura 7 las fuerzas que efectian
un trabajo sobre el sistema, suponiendo que podamos
despreciar a las fuerzas viscosas, son las fuerzas de la
presion p,A, y p,A, que actiian sobre los extremos a mano
izquierda y derecha del sistema, respectivamente, y la
fuerza de la gravedad. Al circular el fluido por la tuberia
el efecto neto, como lo muestra la comparacién de las
figuras 7ay 7b, es elevar al fluido representado por el area
de sombreado intenso de la figura 7a a la posicion mos-
trada en la figura 7b. La cantidad de fluido representada
por el sombreado suave no cambia a causa del flujo.

Podemos hallar el trabajo W efectuado sobre el sistema
por la fuerza resultante como sigue:

1. El trabajo efectuado sobre el sistema por la fuerza de
la presién p,A, esp A, Al,.

2. Eltrabajo efectuado sobre el sistema por la fuerza de
la presién p,A, es -p,A, Al,. Nétese que es negativo,
porque la fuerza actia en direccion opuesta al desplaza-
miento horizontal.

3. Eltrabajo efectuado sobre el sistema por la gravedad
estd asociado con la elevacién del elemento de fluido en
sombreado intenso desde la altura y, hasta la altura y, y es
-Am g(y, - y,) donde Am es la masa de fluido en cualquiera
de las dreas con sombreado intenso. Esta contribucién es
también negativa a causa de que la fuerza gravitatoria
actia en direccion opuesta al desplazamiento vertical.

El trabajo neto W efectuado sobre el sistema por todas
las fuerzas se halla al sumar estos tres términos, es decir,

W=p A, Al, — p,A, AL, — Am g(y, — )

Ahora bien, A, Al, (= A, AL) es el volumen AV del
elemento de fluido en sombreado intenso, el cual pode-
mos escribir como Am/p, en donde p es la densidad
(constante) del fluido. Recordemos que los dos elementos
de fluido tienen la misma masa, de modo que al disponer
que A, Al, = A, Al, hemos supuesto que el fluido es
incompresible. Con esta hipdtesis tenemos

W= (p, — p)Am[p) — Am g(y, — »1)- 6
El cambio en la energia cinética del elemento de flui-
does
AK =1Am v3 —Am vi.

Partiendo del teorema trabajo-energia, W = AK, y enton-
ces tenemos

(P, — pXAm/p) — Am g(y, — »1)
=iAmvi—4Amo?, (7)

lo que, después de cancelar al factor comin de Am, puede
reacomodarse para leerse como sigue:

Dy + dpv} + pgy, = p, + dpv3 + pgy,. ®
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Figura 7 El fluido fluye por una tuberia en forma estacionaria. Durante el intervalo
de (a) a (b), el efecto neto del flujo es la transferencia del elemento de fluido indicado
pot el sombreado intenso desde el extremo de entrada de la tuberia hasta el extremo de

salida.

Puesto que los subindices 1 y 2 se refieren a dos ubicacio-
nes cualesquiera a lo largo de la tuberia, podemos suprimir
los subindices y escribir

p + 4pv? + pgy = constante. ©)

La ecuacién 9 recibe el nombre de ecuacion de Bernoulli
para el flujo estacionario, incompresible, no viscoso y no
rotatorio. Fue presentada por vez primera por Daniel
Bernoulli en su Hydrodynamica en 1738.

La ecuacién de Bernoulli es estrictamente aplicable
unicamente al flujo estacionario, siendo evaluadas las
cantidades implicadas a lo largo de la linea de corriente.
En nuestra figura, la linea de corriente usada est4 a lo largo
del eje de la tuberia. Sin embargo, si el flujo es no rotatorio
puede demostrarse (véase el problema 33 para un caso
especial) que la constante de la ecuacién 9 es la misma
para fodas las lineas de corrientes.

Asi como la estética de una particula es un caso especial
de la dindmica de la particula, la estatica de los fluidos es
un caso especial de la dindamica de los fluidos. No deberia
sorprendernos, por lo tanto, que la ley del cambio de la
presion con la altura en un fluido en reposo esté incluida
en la ecuacion de Bernoulli como un caso especial. Si el
fluido esta en reposo, entonces v, = v, = 0y la ecuacién
8 se convierte en

Dyt pgyy = p, + pgy,

D, — P =—pg(y, — ),

que es la misma que la ecuacion 8 del capitulo 17.

De la ecuacion 8 se deduce otro resultado basico cuando
Y1 = ¥, (es decir, la tuberia es horizontal, de modo que no
es preciso considerar los efectos gravitatorios). Entonces

Pyt 3pvt = p, + dpvi. (10
Cuando la velocidad es grande, la presién debe ser peque-
fia, y a la inversa. Este es el postulado matematico que
confirma la conclusién de lo expuesto como consecuencia
de la ecuacién 4. En la ecuacién 9 todos los términos
tienen la dimensién de una presion (lo cual debe usted
verificar). La presién p + pgy, 1a cual estaria presente aun
cuando no hubiese flujo (v = 0), se llama presicn estdtica;
el término pv” se denomina presion dindmica.

La ecuacion de Bernoulli es en efecto un postulado de
la conservacion de la energia mecanica en un sistema. En
analogia con nuestro tratamiento de la conservacion de la
energia en el capitulo 8, podemos reescribir la ecuacién 7
como:

AK+AU=W,

donde los tres términos se refieren, respectivamente, a los
cambios en las energias cinética y potencial y al trabajo
efectuado por la fuerza de la presion, siendo consideradas
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todas las cantidades por unidad de volumen del fluido. Si
el fluido es compresible, puede adquirir energia interna
por medios mecénicos; por ejemplo, la fuerza de la pre-

siéon puede empujar a las moléculas acercandolas mads,
~ aumentando por lo tanto su energia potencial interna.
Entonces en un fluido compresible deberiamos incluir
otro término AE, , correspondiente al cambio en la energia
interna por unidad de volumen, y el postulado de la
conservacién de la energia se convierte en

AK+ AU+ AE, = W.

Este resultado es idéntico a la ecuacion 28 del capitulo 8.
Si, ademads, el flujo es viscoso, las fuerzas similares a la
friccidn realizan un trabajo que puede parecer como un
aumento en la energia interna del fluido.

En la préctica, podemos modificar a la ecuacién de
Bernoulli como sea necesario para justificar la conversion
de la energia mecanica del fluido en energia interna. Si el
flujo puede considerarse como aproximadamente incom-

presible y no viscoso, estas correcciones son desprecia-
bles.

Problema muestra 2 Un tanque elevado de altura 2 = 32 m
y didmetro D = 3.0 m abastece de agua a una casa (Fig. 8).
Una tuberia horizontal en la base del tanque tiene un didmetro
d = 2.54 cm (1 in, tipico de las tuberias de abastecimiento
doméstico en Estados Unidos). Para satisfacer las necesidades
del hogar, la tuberia de abastecimiento debe ser capaz de susti-
tuir agua a razon de R = 0.0025 m¥/s (alrededor de 2 de galén
por segundo). (a) Si el agua estuviese fluyendo a la cantidad
maxima, jcual setia la presion en la tuberia horizontal? (b) Una
tuberia mads pequefia, de didmetro d’ = 1.27 cm (= 0.5 in)
abastece al segundo piso de la casa, a una distancia de 7.2 m
sobre el nivel del suelo. ;Cuadles son la velocidad del flujo y la
presion del agua en esta tuberia? Desprecie la viscosidad del
agua.

Solucién (a) Aplicamos la ecuacion de Bernoulli a lo largo de
la linea de flujo ABC mostrada en la figura 8. En los puntos A
y B tenemos

D4t 3003+ pgy, = ps+ 303+ PgYs

En A, la presion es la de la atmosfera, p,. Cony, =hyy, =0,
obtenemos, para la presion desconocida,

Pp= Do+ pgh + ip(v]— v}).

Podemos hallar v, y v, a pattir de la igualdad del flujo volumé-
trico (Ec. 4), lo que nos da

v A, =vgAg=R,

donde R es la cantidad de flujo volumétrico constante. Entonces

R 0.0025 m’/s
= = P =35%X 1074 :
V4 4, mlsm) 3.5X107*m/s

R _00025mYs _
%= T 001z me 0TS

Linea de flujo
Yy A :
: oL
2 id KR —J—
;:,:;;;V:,:;;;;;,:;,:,:{ ﬁ:ﬁ:ﬁﬁ j

VB vawa

Figura 8 Problema muestra 2.

Obsérvese que el término jpuv; en la expresion para p es
despreciable comparado con’el término 1puj . Esto es, la velo-
cidad del flujo en la parte superior del tanque es bastante
pequeiia, debido a la gran drea de su seccidn transversal.
Ahora podemos resolver para la presion en la tuberfa:

ps=po+ pgh —4pv
= 1.01 X 10° Pa + (1.0 X 10° kg/m>}9.8 m/s?>}32 m)
— (1.0 X 103 kg/m3)(4.9 m/s)?

=1.01 X 10°Pa+ 3.14 X 10° Pa — 0.12 X 10° Pa

=4.03 X 10° Pa.
Si el agua de la tuberia horizontal no estuviese fluyendo (estoes,
si la vdlvula estuviese cerrada), la presion estdtica en B incluiria
unicamente a los ptimetos dos términos de arriba, lo cual datia
4.15 x 10° Pa. La presion cuando el agua fluye se reduce de este
valor estdtico a la cantidad de la presién dindmica.

(b) Si la tuberia mds angosta al segundo piso ha de tener la
misma cantidad de flujo R, la velocidad en C debe ser

o cuatro veces el valor en B. La ecuacién de Bernoulli da
Pat 3005+ pgya = pc+ dovE+ pgyc

Pc= Do+ 1p(03— 08 + pgys — ¥o)
= 1.01 X 10% Pa — (1.0 X 10° kg/m>3)(19.7 m/s)?
+(1.0 X 10® kg/m?)(9.8 m/s?)(32 m — 7.2 m)
= 1.01 X 10° Pa— 1.95 X 10° Pa + 2.43 X 10° Pa
= 1.49 X 10° Pa.

A causa de la mayor velocidad del flujo a lo largo de la tuberia
mas pequena, la contribucion dindmica a la presion es mucho
mayor en C que en B. Los efectos tanto estiticos como dinami-
cos tienden a reducir la presion en ese punto con relacion a B.

18-4 APLICACIONES DE LA
ECUACION DE BERNOULLI YDE
LA ECUACION DE CONTINUIDAD

En esta seccion consideraremos un nimero de aplicacio-
nes de la ecuacion de Bernoulli, que ilustran su uso y
demuestran la amplitud de su aplicabilidad.
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Figura9 Un medidor de Venturi, usado para medir la
velocidad del flujo de un fluido en una tuberia.

El medidor de Venturi

Este aparato (Fig. 9) es un medidor de la velocidad del
flujo de un fluido en una tuberia. Un fluido de densi-
dad p fluye por una tuberia de drea de su seccidn transver-
sal A. El area se reduce a a en el cuello, y alli se acopla un
tubo manométrico, como se muestra. Hagamos que el
liquido del manémetro, digamos mercurio, tenga una den-
sidad p’. Al aplicar la ecuacion de Bernoulli y la igualdad
del flujo volumétrico en los puntos 1 y 2, puede demos-
trarse (véase el problema 31) que la velocidad del flujo en
el punto 1 es

— g |2 —pih (1)
p(A* — a?)

El tubo de Pitot

Este aparato (Fig. 10) se usa para medir la velocidad
del flujo de un gas. Consideremos que el gas (por ejem-
plo, aire) fluye con una densidad p y una velocidad v,
paralelas a los planos de las aberturas en a. La presion en
el brazo izquierdo del manometro, que esta conectado a
estas aberturas, es entonces la presion estdtica en la linea
de gas, p,. La abertura del brazo derecho del manémetro
estd en angulo recto con la corriente. La velocidad se
reduce a cero en b, y el gas esta estancado en ese punto.
Al aplicar la ecuacién de Bernoulli a los puntos a y b,
obtenemos

D, + %pvtzl = Dp-

Sustituyendo la lectura p’gh del manémetro por la dife-
rencia de presion p, - p,, podemos resolver para v, y

obtener
b, = [2eh (12)
p

Este aparato puede calibrarse para que dé una lectura de
v, directamente. El indicador de la velocidad del aire que

Figura 10 Tubo de Pitot, que se emplea para medir la
velocidad del flujo de un gas.

se encuentra en las puntas de las alas de un aeroplano se
basa en este principio.

La fuerza ascensional

Es la fuerza que actua sobre un cuerpo, como puede ser el
ala de un aeroplano, una hidroala, o las aspas de un
helicoptero, en virtud de su movimiento en el seno del
fluido. Esta es distinta a la fuerza ascensional estatica, que
es la fuerza de flotabilidad que actua sobre un globo o
sobre un iceberg de acuerdo con el principio de Arquime-
des (seccidn 17-4).

En el vuelo de una bola de béisbol, de una pelota de
tenis, o de una pelota de golf tenemos ejemplos comunes
de fuerza ascensional dinamica. Esta, que se origina con
la rotacion de la pelota al volar, puede hacer que la pelota
trace una curva o que ascienda o descienda con relacion a
una trayectoria parabolica. Puesto que el fluido (el aire en
este caso) es un tanto viscoso, existe fricciéon a medida que
la pelota avanza, y ésta tiende a transportar consigo una
capa delgada de fluido llamada capa frontera. Vista desde
el marco de reposo de una pelota que no gire, la velocidad
del fluido desciende del valor mas alld de la capa frontera
(igual a la velocidad de vuelo de la pelota) a cero en la
superficie de la pelota.

La figura 11a muestra, en el marco de reposo de la
pelota, lineas de corrientes del flujo estacionario del aire
al pasar por una pelota no rotatoria, a velocidades lo
suficientemente bajas como para que no exista turbulen-
cia. La figura 115 muestra las lineas de corriente de aire
que acompanan a una pelota que gira rdpidamente. Sin la
viscosidad y sin la capa frontera, la bola, al girar, no
puede transportar asi aire a su alrededor y esta circulacion
(como se le llama) no existiria. Las pelotas de golf son
sistemdticamente rugosas gracias a los hoyuelos que tie-
nen para aumentar esta circulacion y la fuerza ascensional
dindmica que resulta de ello. Las bolas de béisbol a veces
se raspan artificialmente (Lo cual no esta permitido por
las reglas del juego) por los lanzadores, por la misma
razon.
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Figura 11 (a) Flujo de lineas de corriente alrededor de una
pelota que no gira. (b) La circulacion del aire alrededor de
una pelota que gira, como consecuencia de la capa frontera.
El espesor de la capa frontera se ha exagerado aqui a
propésito. (c) Los efectos combinados de ambos
movimientos. Partiendo de la ecuacion de Bernoulli vemos
que una fuerza ascensional dindmica actia hacia arriba sobre
la pelota. El fluido ejerce sobre la pelota una fuerza neta F
que tiene una componente transversal al flujo del fluido
(ascenso) y una componente paralela al flujo del fluido
(arrastre).

La figura 11¢ muestra el efecto de combinar la circula-
cién (resultante de la rotacion de la pelota) y el flujo
estacionario (resultante de la traslacion de la pelota por el
aire). En el caso mostrado, las dos velocidades se suman
en la parte de arriba de la pelota y se restan en la parte
de abajo. A partir del espaciamento de las lineas de co-
rriente resultantes, vemos que la velocidad del aire debajo
de la pelota es menor que la de encima de ella. Segun la
ecuacion de Bernoulli, la presion del aire debajo de la pe-
lota debe entonces ser mayor que la de encima, de modo
que la pelota experimenta una fuerza de sustentacién
dinamica.

Esencialmente, una bola de béisbol lanzada se curva en
su trayectoria por la misma razén. Por ejemplo, si la
figura 11 representa una vista desde arriba de la bola que

gira mientras avanza hacia el bateador, el “ascenso” actia
en direccién hacia un lado para mover a la bola horizon-
talmente hacia el bateador o alejandose de €1, como en el
caso de una bola curva. Sila figura 11 representa una vista
lateral, la bola es lanza con contragiro, como en el caso de
una bola rdpida. La fuerza ascensional actda hacia arriba,
provocado que la bola se eleve con relacion a su trayec-
toria parabdlica.

La fuerza de asecenso que actua sobre el ala de un
aeroplano tiene una explicacion parecida. La figura 12
muestra las lineas de corriente alrededor de un plano
aerodinamico (o seccion tranversal del ala) adosado a un
aeroplano. Elijamos al aeroplano come marco de referen-
cia, como hariamos en el experimento en un tinel de
viento, y supongamos que el aire se mueve de izquierda a
derecha al pasar por el ala. Obsérvense las similitudes
entre las figuras 12 y 11c. (De hecho, la explicacion de la
fuerza ascencional sobre el ala de un aeroplano implica
una circulacion similar a la Fig. 115.).

El dngulo de ataque del ala provoca que el aire se
desvie hacia abajo. De la tercera ley de Newton la reac-
cion de esta fuerza hacia abajo del ala sobre el aire es una
fuerza hacia arriba F, el ascenso, que el aire ejerce sobre
el ala.

Si bien la sola ecuacién de Bernoulli no puede servir
para predecir el patron de las lineas de corriente alrededor
de un plano aerodinamico, esta ecuacion puede emplearse
para verificar que sobre el plano aerodinamico se ejerce
una fuerza de ascenso. Encima del ala (punto 1) las lineas
de corriente estan mas cerca entre si que lo estan debajo
del ala (punto 2). Entonces v, > v, y, segun el principio de
Bemoulli, p, < p,, lo que debe ser asi para que exista
elevacion.*

Empuje sobre un cohete

Como ejemplo final calculemos el empuje sobre un cohete
producido por el escape de los gases que expele. Consi-
deremos una camara (Fig. 13) de seccidn transversal A
llena de un gas de densidad p a una presién p. En el fondo
de la camara se encuentra un pequeiio orificio de area de

* Para mayor informacion sobre como vuelan los aeroplanos,
véase “The Science of Flight”, por Peter P. Wegener, American
Scientist, mayo-junio de 1986, pag. 268. Véase también “Ber-
noulli’s Law and Aerodynamic Lifting Force”, por Klaus Welt-
ner, The Physics Teacher, febrero de 1990, pag. 84. La fuerza
ascensional dinamica se trata en “Physics and Sports: The
Aerodynamics of Projectiles”, por Peter J. Brancazio, en Fun-
damentals of Physics, 3a. edicion, por David Halliday y Robert
Resnick (Wiley, 1988). La fuerza ascencional dindmica puede
emplearse también para proveer una fuerza horizontal que
impulse a un navio; véase “The Flettner Ship”, por Albert
Einstein, en Essays in Science (Philosophical Library, 1955),
pag. 92.



